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Samenvatting

Het onderscheid tussen heuristische/intuitieve
en analytische redeneerpatronen wordt vaak
aangehaald om het ondermaats presteren van
mensen op een variéteit aan taken te verkla-
ren. Zowel binnen de vakspecifieke psycholo-
gie van het wiskundeonderwijs als binnen de
algemene cognitieve psychologie wordt veel-
vuldig verwezen naar dit onderscheid. We
geven eerst een overzicht van de het dual pro-
cess-kader, dat in de algemene cognitieve
psychologie veel gebruikt wordt om heuristi-
sche van analytische redeneerpatronen te on-
derscheiden. We gaan daarbij in op de kern
van de theoretische assumpties, en enkele
belangrijke onderzoekslijnen en -methoden.
Daarna slaan we de brug naar de vakspecifie-
ke psychologie van het wiskundeonderwijs.
We bespreken eerst eigen onderzoek waarin
we het overmatige gebruik van proportionele
oplossingsmethoden geinterpreteerd hebben
volgens een dual process-kader en aan de
hand van methoden, ontleend aan de alge-
mene cognitieve psychologie. Vervolgens be-
spreken we de intuitive rules-theorie en geven
we een overzicht van de meest recente expe-
rimentele studies in dat gebied.

1 Inleiding

Onderzoekers actief op het terrein van het
wiskundeleren en -onderwijs worden geregeld
geconfronteerd met het feit dat mensen vaak
ondermaats presteren op een taak, terwijl ze
de benodigde kennis en vaardigheden hebben
om correct te antwoorden. Opvallend is dat
dit zelfs voorkomt in situaties waar het cor-
recte antwoord geen ingewikkelde oplos-
singsmethodes vereist. Zo wordt bijvoorbeeld
vaak het proportionele antwoord 30 x 3 = 90
in plaats van het additieve antwoord 30 + 10
=40 gegeven op het volgende niet-proportio-
nele vraagstuk “Ellen en Kim lopen rondjes
op een piste. Ze lopen even snel, maar Ellen

startte later. Wanneer Ellen 5 rondjes gelopen
heeft, heeft Kim er 15 gelopen. Wanneer
Ellen 30 rondjes gelopen heeft, hoeveel heeft
Kim er dan gelopen?” De ontwikkelings-
curve van Vlaamse leerlingen voor dit soort
vraagstukken toont dat proportionele fouten
zich beginnen te manifesteren in het vierde
leerjaar (groep 6) en dat hun aantal toeneemt
tot het zesde leerjaar (groep 8), wat samenvalt
met respectievelijk het begin en het einde van
het systematisch onderwijzen en inoefenen
van proportionele oplossingsmethodes (Van
Dooren, De Bock, Hessels, Janssens, & Ver-
schaffel, 2005). Ook volwassenen vallen nog
aan deze fout ten prooi (Cramer, Post, & Cur-
rier, 1993; Gillard, Van Dooren, Schaeken, &
Verschaffel, 2009). Hoewel proportionele op-
lossingsmethoden vaak nuttig zijn, worden ze
ook foutief toegepast. Dit fenomeen werd
vastgesteld voor eenvoudige rekenkundige
vraagstukken zoals dat hierboven, maar ook
bij vraagstukken over meetkunde en kans-
rekening (De Bock, Van Dooren, Janssens, &
Verschaffel, 2002; Fischbein & Schnarch,
1997; Van Dooren, De Bock, Depaepe, Jans-
sens, & Verschaffel, 2003). Verder is geble-
ken dat het fenomeen zich vooral voordoet bij
vraagstukken met een ontbrekendewaarde-
structuur (bijv, drie getallen die gegeven zijn
en een vierde getal dat berekend moet wor-
den), zoals het loperprobleem hierboven.
Een ander voorbeeld waarbij mensen vaak
fout antwoorden, ook al hebben ze de do-
meinspecifieke kennis en vaardigheden, gaat
over kansproblemen die betrekking hebben
op steekproefgrootte. De deelnemers moeten
beoordelen of de kans om minstens twee keer
kop te gooien wanneer drie muntstukken
worden opgegooid groter is dan, gelijk is aan
of kleiner is dan de kans om minstens 200
keer kop te gooien bij 300 muntstukworpen.
De meeste leerlingen van 11 tot 17 jaar en
zelfs een groot aantal universiteitsstudenten
beweren dat de kans gelijk is. De frequentie
van deze fout neemt zelfs toe met de leeftijd
(Fischbein & Schnarch, 1997). Ook binnen
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het algemeen cognitiefpsychologisch onder-
zoek naar het redeneren werden onderzoekers
er vaak mee geconfronteerd dat mensen fou-
tief antwoorden op een hele reeks redeneerta-
ken, terwijl informatieverwerkingstheorieén
en besliskundige theorieén deze fouten niet
adequaat konden verklaren. Tversky en Kahne-
man (1982) verrichtten onderzoek met een
variant van het muntprobleem, namelijk de
hospitaaltaak. Deze taak luidt als volgt:

Een stad heeft twee ziekenhuizen. In het
grote ziekenhuis worden ongeveer 45 baby’s
per dag geboren en in het kleine ziekenhuis
ongeveer 15 baby’s per dag. Het gemiddelde
aantal jongetjes is 50% maar het exacte per-
centage jongetjes varieert van dag tot dag.
Soms is het percentage hoger dan 50%, soms
lager. Elk ziekenhuis registreert een jaar lang
alle dagen waarop meer dan 80% van de ge-
boren baby’s jongens waren.

De deelnemers wordt gevraagd welk zie-
kenhuis volgens hen de meeste van deze
dagen registreerde: het kleine ziekenhuis, het
grote ziekenhuis, of allebei ongeveer even-
veel. Tversky en Kahneman stelden vast dat
de meerderheid van de universiteitsstudenten
fout antwoordden (het derde alternatief). Vol-
gens hen maken veel mensen deze fout, omdat
ze geen rekening houden met de wet van de
grote aantallen. Deze wet stelt dat wanneer de
steekproefgrootte toeneemt, de relatieve fre-
quenties neigen naar de theoretische kansen
(0,5), dus een extreem resultaat is minder
waarschijnlijk met grote steekproeven.

Een andere veel gebruikte taak is de
Wason Selection Task (Wason & Evans,
1975). In de standaardversie van deze taak
gebruikt men kaarten met op de ene zijde een
letter en op de andere zijde een getal. Wan-
neer van vier kaarten slechts één zijde ge-
toond wordt, kunnen ze bijvoorbeeld A, D, 3
en 7 dragen op hun zichtbare zijden. Deelne-
mers moeten dan aangeven welke van de vier
kaarten omgedraaid moeten worden om een
waarheidsuitspraak te kunnen doen over de
regel “als er een A staat op de ene zijde van
de kaart, dan staat er een 3 op de andere zijde
van de kaart”. Om het correcte antwoord te
geven moet men die kaarten omdraaien waar-
van de verborgen waarden de regel kunnen
falsifiéren (A en 7). Minder dan 10% van de
universiteitsstudenten koos deze kaarten; de

meesten selecteerden de kaarten A en 3
(Evans, Newstead, & Byrne, 1993). Dual
process-theorieén zijn ontstaan om het optre-
den van deze fouten te verklaren. Dergelijke
theorieén gaan er van uit dat mensen geneigd
zijn om te steunen op heuristische redeneer-
processen in plaats van op meer uitgebreide
analytische processen (bijv. Evans, 2008).
Het onderscheid tussen heuristische/in-
tuitieve en analytische processen wordt zowel
gemaakt in de algemene cognitieve psycholo-
gie als in de vakspecifieke psychologie van
het wiskundeleren en -onderwijzen?. Het is
echter opmerkelijk dat de wiskundedidacti-
sche en de cognitiefpsychologische onder-
zoekslijnen rond heuristisch en analytisch
redeneren tot nog toe nauwelijks methodolo-
gische en theoretische toenadering hebben
gezocht. We willen aantonen hoe beide vel-
den met elkaar gerelateerd zijn en welke
voordelen er in een toenadering zouden kun-
nen liggen. We beginnen met een inleiding in
het dual process-kader, waarbij we wijzen op
de belangrijkste theoretische assumpties en
een overzicht geven van enkele belangrijke
onderzoekslijnen en -methoden. Daarna slaan
we de brug naar de vakspecifieke psycholo-
gie van het wiskundeonderwijs. We bespre-
ken eerst eigen onderzoek waarin we het
onterechte gebruik van proportionele oplos-
singsmethoden interpreteerden volgens een
dual process-kader, en aan de hand van me-
thoden ontleend aan de algemene cognitieve
psychologie. Vervolgens bespreken we de in-
tuitive rules-theorie en geven we een over-
zicht van de meest recente experimentele stu-
dies in dat gebied, omdat deze ook nauw
aansluiten bij het dual process-kader.

2 Dual process-kader

Dual process-theorieén stellen dat mensen
geneigd zijn om te steunen op heuristische
processen in plaats van op meer uitgebreide
analytische processen (Evans, 2008; Kahne-
man & Frederick, 2002; Sloman, 1996;
Stanovich & West, 2000). Algemeen wordt
gesteld dat heuristische processen automa-
tisch en via meerdere parallelle systemen
opereren en dat ze hierdoor snel en weinig
cognitief belastend zijn; analytische proces-



sen verlopen dan weer sequentieel, zijn tra-
ger, doelgericht en cognitief belastend. De
snelle heuristieken leveren vaak correcte ant-
woorden op, maar in situaties waar meer uit-
gebreide analytische verwerking nodig is,
kunnen ze het redeneren verstoren. In dat
geval wordt een correct antwoord enkel ge-
produceerd indien de analytische processen
de heuristisch antwoorden (antwoorden die
het product zijn van heuristische processen)
tegenhouden. Op die manier verklaren deze
theorieén dus het frequent ondermaats preste-
ren op een hele reeks redeneertaken: de hard-
nekkige en snelle heuristieken bieden een
fout antwoord en conflict monitoring faalt.

Hieronder bespreken we de twee belang-
rijkste kenmerken die worden toegeschreven
aan heuristische en analytische processen,
namelijk de verwerkingssnelheid en de mate
van cognitieve belasting. We illustreren hoe
in algemeen cognitiefpsychologisch onder-
zoek deze kenmerken onderzocht worden om
het onderscheid tussen heuristische en analy-
tische processen te maken. Daarna bespreken
we een recent onderzoek dat erop gericht is
om beter te begrijpen hoe beide soorten pro-
cessen precies interageren.

2.1 Procesgeoriénteerde evidentie
voor dual process-theorieén

Dual process-theorieén schuiven twee duide-
lijke procesassumpties naar voor met betrek-
king tot de cognitieve belasting en de verwer-
kingssnelheid. Op basis van deze twee
assumpties kan men de heuristische achter-
grond van bepaalde fouten staven. De eerste
procesassumptie is dat heuristische en analy-
tische processen verschillen in de aanwen-
ding van executieve werkgeheugencapaciteit.
Heuristische operaties verlopen automatisch
en zijn dus cognitief weinig belastend, in te-
genstelling tot analytische operaties die se-
quentieel verlopen (Evans 2008; Stanovich
& West, 2000). Meer beschikbare executieve
werkgeheugencapaciteit
waarschijnlijk dat analytische processen suc-
cesvol tot stand komen en maakt het geven
van correcte antwoorden dus ook meer waar-
schijnlijk. Het executieve werkgeheugen
wordt algemeen aanvaard als de essentiéle
component van cognitieve capaciteit (Engle,
Tuholski, Laughlin, & Conway, 1999). Een

maakt het meer

positieve correlatie tussen cognitieve capaci-
teit en het aantal correcte analytische ant-
woorden biedt dus steun voor de eerste as-
sumptie. Bijvoorbeeld, Stanovich en West
(2000) vonden een dergelijke positieve corre-
latie voor verschillende klassieke redeneer-
problemen (bijv. de Wason Selection Task,
statistische redeneertaken). Dual task-metho-
den bieden een andere manier om de relatie
tussen cognitieve capaciteit en accuratesse te
onderzoeken. Daarbij moet men de redeneer-
taak (de primaire taak) oplossen tegelijk met
een andere mentaal inspannende (secundaire)
taak. De rationale is dat cognitief belastende
processen elkaar neigen te verstoren, omdat
de totale executieve werkgeheugencapaciteit
begrensd is. Automatische processen veroor-
zaken of ondervinden daarentegen weinig in-
terferentie in combinatie met andere taken.
Daarom wordt verwacht dat er in dual task-
situaties meer heuristische antwoorden voor-
komen. Zo steeg het aantal heuristische ant-
woorden op de Wason Selection Task in dual
task-situaties (De Neys, 20006).

De tweede procesassumptie betreft de ver-
werkingssnelheid: omdat heuristische pro-
cessen in tegenstelling tot sequenti€le analy-
tische processen parallel lopen, worden ze
geacht sneller te zijn (Evans 2008; Kahne-
man & Frederick, 2002; Sloman, 1996).
Reactietijddata kunnen dus gebruikt worden
om te valideren of bepaalde antwoorden als
heuristisch gelabeld kunnen worden. Zo vond
De Neys (2006) bij selectietaken dat heuristi-
sche antwoorden doorgaans sneller gegeven
werden dan analytische antwoorden. Een an-
dere nuttige methode is rapid responding,
waarbij er binnen een kort tijdsinterval geant-
woord moet worden. Zo resulteerde dit voor
de Wason Selection Task in een daling van
het aantal analytische en een stijging van het
aantal heuristische antwoorden (Roberts &
Newton, 2002).

Naast evidentie vanuit gedragsstudies is er
ook substantiéle steun voor het bestaan van
twee verschillende redeneerprocessen uit stu-
dies met neurologische beeldvorming. Deze
studies wijzen op twee neurale paden tijdens
deductief redeneren (Goel & Dolan, 2003) en
besliskunde (De Neys & Goel, in druk). Heu-
ristisch denken activeerde de linker laterale
temporale kwab, terwijl de bilaterale supe-
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rieure pariétale kwab geactiveerd werd bij
analytisch redeneren. Ook werd in tegenstel-
ling tot de pariétale en temporale activering,
de rechter laterale prefrontale cortex geacti-
veerd, wanneer mensen correct antwoordden
en ze de heuristische antwoorden dus succes-
vol inhibeerden. Ook in de sociaalcognitieve
neurowetenschap worden reflexieve (heuris-
tische) en reflectieve (analytische) processen
geassocieerd met twee neurologische syste-
men, beschreven als de X- en C-systemen
(Lieberman, 2003).

2.2 Interactie van de twee processen
en aard van de redeneerfout

Recent wordt binnen het dual process-kader
getracht om de wijze waarop de twee proces-
sen interageren beter in kaart te brengen (De
Neys & Glumicic, 2008; Stupple & Ball,
2008). Daarbij kan gedacht worden aan een
parallel model, waarbij beide processen si-
multaan starten bij aanvang van het redeneer-
proces (Sloman, 1996). Wanneer de uitkomst
van beide processen dezelfde is, kan er zeer
snel geantwoord worden. Indien heuristische
en analytische processen tot een ander ant-
woord leiden, moet dit conflict opgelost wor-
den. Als de analytische processen erin slagen
om het heuristische antwoord te inhiberen
kan een correct geantwoord worden. Anders
wordt er heuristisch geantwoord. Een andere
mogelijkheid is een default-interventionist-
model (De Neys & Glumicic, 2008; Evans,
2006; Kahneman & Frederick, 2002). Dit
model veronderstelt dat heuristische proces-
sen standaard (default) antwoorden verschaf-
fen, tenzij analytische processen dit verhin-
deren. Dit model veronderstelt dus eigenlijk
een combinatie van seri€le en parallelle ver-
werking. Een voorbeeld van een default-in-
terventionist-model is Evans’ herziene heu-
ristisch-analytische model (2006). Volgens
dit model lokken heuristische processen stan-
daardmodellen (default models) uit. Tegelij-
kertijd is er enkel een zeer oppervlakkige
analytische verwerking van de taak. Mensen
zouden geneigd zijn deze heuristische stan-
daardmodellen te volgen. Evans spreekt van
het satisficing-principe, waarmee hij bedoelt
dat mensen de neiging hebben verder te gaan
met de standaardmodellen, tenzij er een
goede reden is om ze op te geven. Indien het

standaardmodel tot een fout antwoord leidt,
wordt een correct antwoord enkel nog ge-
geven wanneer de analytische processen het
standaardmodel vervangen.

Nauw gerelateerd aan de wijze waarop
beide processen interageren is de kwestie van
conflict monitoring. Met betrekking hiertoe
onderzochten De Neys en Glumicic (2008)
de aard van de redeneerfout: Wanneer men-
sen een heuristische fout maken in een rede-
neertaak, is die fout dan te wijten aan het feit
dat mensen a) moeite hebben om het conflict
tussen de heuristische en analytische proces-
sen te detecteren of b) het conflict wel detec-
teren maar moeite hebben om de heuristische
respons te inhiberen? Conflictdetectie is een
noodzakelijke maar geen voldoende voor-
waarde om correct te antwoorden: Analyti-
sche processen moeten nog steeds het hard-
nekkige heuristische antwoord inhiberen.

De Neys en Glumicic (2008) beweerden
dat de ondermaatse prestatie op base rate
neglect-problemen  eerder toegeschreven
moet worden aan het falen om het heuristi-
sche antwoord te inhiberen dan aan een fa-
lende conflictdetectie. Bij base rate neglect-
problemen krijgen deelnemers informatie
over de samenstelling van een steekproef
(bijv. een steekproef met 995 vrouwen en 5
mannen) samen met een korte stereotiepe be-
schrijving van een persoon, willekeurig uit de
steeproef gekozen (bijv. “Jo is 23 jaar oud en
laatstejaars ingenieursstudent. Op vrijdag-
nacht gaat Jo rondhangen met vrienden ter-
wijl ze naar luide muziek luisteren en bier
drinken”). De deelnemers moeten beslissen
tot welke van groep deze persoon volgens
hen hoort. De beschrijving en de basiskans
informatie kunnen congruent of incongruent
zijn (een voorbeeld van een incongruent item
is het voorbeeld hierboven). De correcte aan-
pak is om het antwoord te baseren op de ba-
siskans (in het huidige voorbeeld is het cor-
recte antwoord dus vrouw, omdat vrouwen in
de vooropgestelde steekproef een hogere ba-
siskans hebben). Mensen neigen echter te be-
slissen op basis van hun heuristische assump-
ties uitgelokt door de beschrijving (in het
voorbeeld hierboven is dit man zijn).

In thinking aloud vervolgstudies vonden
De Neys en Glumicic (2008) dat deelnemers
nauwelijks verwezen naar de basiskansen



wanneer ze antwoordden op basis van hun
heuristische assumpties. Dit leek erop te wij-
zen dat mensen zich niet bewust zijn van het
conflict. De auteurs vonden echter dat op een
meer onbewust niveau toch conflictdetectie
optrad. Ten eerste was er chronometrische
evidentie: Antwoorden gebaseerd op de heu-
ristische assumpties duurden langer bij in-
congruente items dan bij congruente items.
Ten tweede herinnerden de deelnemers zich
in een impliciete herinneringsstaak (waarbij
de basiskansen van elk item herinnerd moes-
ten worden nadat de hele taak was opgelost)
de basiskansen van incongruente items vaker
correct dan die van congruente items, zelfs
indien de incongruente items toch heuristisch
waren opgelost. Beide bevindingen bieden
steun voor de idee dat incongruente items
(waar er een conflict optreedt) dieper ver-
werkt werden, ook al werd een heuristisch
antwoord gegeven. Ten derde gebruikten De
Neys en Glumicic een moving windows-
methode. Deze methode laat toe om het pro-
bleem in verschillende delen (zgn. vensters)
te presenteren. De basiskansen en de per-
soonsbeschrijving werden in aparte vensters
aangeboden. De deelnemers konden het eer-
der gepresenteerde venster met de informatie
over de basiskansen opnieuw consulteren
door op een knop te duwen. Het aantal keer
dat een specifiek stuk informatie herbekeken
werd en de tijd die daaraan besteed werd,
vormden een indicatie van de aandacht van
de deelnemers ervoor. Opnieuw werd gevon-
den dat de aandacht voor de basiskansen gro-
ter was wanneer zij incongruent waren met de
heuristische assumpties die uitgelokt werden
door de persoonsbeschrijving, zelfs wanneer
het heuristische antwoord gegeven werd.

De Neys, Vartanian en Goel (2008) rap-
porteerden voor base rate neglect-problemen
neurologische evidentie die de bevindingen
uit de gedragsstudies bevestigt. De RLPFC
(right lateral prefrontal cortex), die ervoor
gekend staat een sleutelrol te vervullen bij de
inhibitie van antwoorden, was enkel geacti-
veerd wanneer mensen de heuristische ant-
woorden trachtten te vermijden, terwijl de
ACC (anterior cingulate cortex), waarvan ge-
weten is dat ze een rol speelt in conflict-
detectie, zelfs bij heuristische antwoorden
geactiveerd werd.

3 Onterecht gebruik van
proportionele oplossings-
methoden

Zoals aangegeven in de inleiding wordt ook
in vakspecifiek onderzoek naar de psycholo-
gie van het wiskundeonderwijs vaak vastge-
steld dat leerlingen fouten maken bij het op-
lossen van problemen, hoewel zij toch over
de nodige vakspecifieke kennis beschikken.
Bovendien is in sommige situaties een cor-
recte oplossing zelfs niet moeilijker — en
soms zelfs eenvoudiger (zoals in het loper-
probleem in de inleiding).

We bespreken eerst eigen onderzoek
waarin we het onterecht gebruik van propor-
tionele oplossingsmethoden interpreteerden
volgens een dual process-kader, en aan de
hand van methoden ontleend aan de algeme-
ne cognitieve psychologie. Gillard e.a. (2009)
gingen na of dit onterecht proportioneel rede-
neren bij additieve rekenvraagstukken gein-
terpreteerd kan worden als het gevolg van
heuristisch redeneren. Steun voor beide pro-
cesassumpties van het dual process-kader
werd gevonden in het gebruik van proportio-
nele oplossingsmethoden door jongvolwasse-
nen. De deelnemers moesten een reeks pro-
portionele en niet-proportionele (additieve)
vraagstukken oplossen waarvan geweten is
dat ze proportionele antwoorden uitlokken
(Van Dooren e.a., 2005). Een voorbeeld van
een niet-proportioneel vraagstuk is het loper-
probleem uit de inleiding: “Ellen en Kim
lopen rondjes op een piste. Ze lopen even
snel maar Ellen startte later. Wanneer Ellen 5
rondjes gelopen heeft, heeft Kim er 15 gelo-
pen. Wanneer Ellen 30 rondjes gelopen heeft,
hoeveel heeft Kim er dan gelopen?” Een
voorbeeld van een proportioneel vraagstuk is
“Erik en Joost kopen doosjes potloden in de
winkel. Alle doosjes zijn even duur, maar
Erik koopt er minder. Erik koopt 4 doosjes
potloden, terwijl Joost er 8 koopt. Wanneer je
weet dat Erik 24 euro betaalt, hoeveel moet
Joost dan betalen?” In een eerste experiment
werd de beschikbare oplossingstijd beperkt,
terwijl in een tweede experiment de cognitie-
ve belasting werd vergroot via de dual task-
methode. Foutieve proportionele antwoorden
namen toe onder beide manipulaties. Met be-
hulp van concepten en methoden uit dual
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process-onderzoek konden Gillard e.a. dus
aantonen dat foutieve proportionele antwoor-
den op rekenvraagstukken het gevolg zijn van
heuristische processen (en niet van een ge-
brek aan kennis of vaardigheden).

3.1 Experiment 1

Cruciaal was de manipulatie van de tijd die
de deelnemers kregen om de vraagstukken op
te lossen. In de langeoplostijd-conditie (L)
kregen de deelnemers veel tijd terwijl in de
korteoplostijd-conditie (K) de beschikbare
tijd drastisch gereduceerd werd. Onder de
aanname dat heuristische processen sneller
opereren dan analytische processen werd ver-
wachtten Gillard e.a. (2009) dat foute propor-
tionele antwoorden op niet-proportionele
vraagstukken (hieronder verwijzen we naar
deze categorie van foute antwoorden als ‘pro-
portionele fouten’) sneller gegeven worden
dan correcte antwoorden op deze vraagstuk-
ken. Daarom werd voorspeld dat inperking
van de beschikbare oplossingstijd zou leiden
tot een toename in proportionele fouten. Voor
proportionele vraagstukken werd geen ver-
andering in accuratesse voorspeld, aangezien
het proportionele antwoord op deze vraag-
stukken correcte is.

Methode
Honderd zevenenzestig studenten Psycholo-
gie en Pedagogische Wetenschappen van de
Katholieke Universiteit van Leuven werden
at random toegekend aan de K-conditie (n =
67) of aan de L-conditie (n = 100). Ze kregen
12 ontbrekendewaarde-vraagstukken in wil-
lekeurige volgorde. Voor zes vraagstukken
was een proportionele oplossingsmethode
nodig om het correcte antwoord te vinden
(we spreken verder van ‘proportionele vraag-
stukken’). Voor de andere zes vraagstukken
moest een niet-proportionele, additieve op-
lossingsmethode toegepast worden om cor-
recte te antwoorden (we spreken verder van
‘niet-proportionele vraagstukken’). Beide
types vraagstukken werden zo gelijkaardig
mogelijk geformuleerd. De lengte, het aantal
lettergrepen, de technische leesmoeilijkheid
en de berekeningsmoeilijkheid (de grootte
van de getallen en de proportionele factor)
werden gecontroleerd.

De beschikbare oplossingstijd werd gema-

nipuleerd als een between-subjects-variabele.
We wilden ervoor zorgen dat deelnemers in
de K-conditie voldoende tijd hadden om te
antwoorden maar toch voldoende tijdsdruk
voelden. Ze kregen slechts 17 seconden om te
antwoorden (dit was de mediaan van de tijd
waarmee proportionele fouten gemaakt wer-
den in een pilootexperiment dat zonder tijds-
druk werd afgenomen). In de L-conditie werd
geen tijdslimiet opgelegd.

Eerst werden algemene taakinstructies ge-
geven. In de K-conditie werden de deelne-
mers ook ingelicht over de tijdslimiet. In deze
conditie verscheen tijdens de aanbieding van
het vraagstuk onderaan op het scherm een
tijdsbalk die de nog resterende tijd toonde.
De tijd begon te lopen van zodra het vraag-
stuk op het scherm verscheen. Enkel het uit-
eindelijke antwoord moest worden ingetoetst.
Wanneer in de K-conditie de tijd verlopen
was zonder dat er een antwoord was gegeven,
verdween het vraagstuk gewoon.

Resultaten en discussie

De antwoorden werden geclassificeerd als
correct, een proportionele fout (een propor-
tioneel antwoord op een niet-proportioneel
vraagstuk) of een andere fout (een ander ant-
woord). In de K-conditie werden trials waar
niet binnen de limiet werd geantwoord uit de
analyses verwijderd (bijna 6% van de data in
deze conditie). Verder werden ook de onbe-
antwoorde trials (minder dan 1%) verwijderd
uit de analyses.

Zoals verwacht werden proportionele
vraagstukken nog steeds correct opgelost wan-
neer de beschikbare oplossingstijd drastisch
ingeperkt werd, maar dat men bij het oplossen
van niet-proportionele vraagstukken terug viel
op proportionele oplossingsmethoden (zie
Tabel 1). Er was ook een hoofdeffect van con-
ditie ()*(1) = 60,87, p < 0,01). Maar ook al
daalde de accuratesse bij tijdsbeperking voor
proportionele vraagstukken (van 97% tot 86%:;
(1) = 35,80, p < 0,01), voor niet-proportio-
nele vraagstukken was deze daling groter (van
62% tot 43%; x*(1) = 33,41, p < 0,01). Dit
werd bevestigd door een significant interactie-
effect’ tussen type vraagstuk en conditie ()2(1)
= 9,95, p < 0,01). Eveneens zoals verwacht,
waren de fouten op de niet-proportionele
vraagstukken vooral proportionele fouten.



Tabel 1
Accuratesse voor type vraagstuk en conditie

Type vraagstuk
Proportioneel Niet-proportioneel
Gemiddelde n Gemiddelde n
L-conditie 0,97 598 0,62 597
K- conditie 0,86 368 0,43 387
Totaal 0,93 966 0,55 984

3.2 Experiment 2

Methode

Honderd achtenveertig studenten van de fa-
culteit Psychologie en Pedagogische Weten-
schappen van de Katholieke Universiteit van
Leuven namen deel. Zij kregen dezelfde
vraagstukkentaak als in Experiment 1, en
daarnaast nog een bijkomende stippentaak.
De stippentaak is een klassieke spatial sto-
rage-taak (Bethell-Fox & Shepard, 1988;
Miyake, Friedman, Rettinger, Shah, &
Hegarty, 2001). Een 3x3-matrix met daarin
drie tot vier stippen werd kort getoond (Fi-
guur 1). De deelnemers moesten het stippen-
patroon onthouden en reproduceren.

Twee versies van deze stippentaak werden
gebruikt, en de deelnemers werden willekeu-
rig toegewezen aan een van de condities: de
laad-conditie (n = 85) of de controleconditie.
In de laad-conditie was de matrix gevuld met
complexe vier stippen patronen (deze ‘twee-
stuk’- of ‘drie-stuk’- patronen zijn gebaseerd
op Bethell-Fox & Shepard, 1988, en Verschu-
eren, Schaeken, & d’Ydewalle, 2004). Miyake
e.a. (2001) toonden dat het onthouden van
deze patronen de executive resources belast.
In de controleconditie bestaan de patronen uit
drie stippen op één lijn (deze ‘één-stuk’-pa-
tronen zijn gebaseerd op het werk van De

Neys, 2006, en belasten de executive resour-
ces slechts minimaal).

Eerst werd de stippentaak één keer geoe-
fend. Daarna werden de instructies voor de
vraagstukkentaak gegeven. De instructies
vermeldden expliciet dat een correcte repro-
ductie van het stippenpatroon, dat één secon-
de lang getoond werd, cruciaal was. Daarna
verscheen het vraagstuk, waarop de deelne-
mers hun antwoord gaven. Hierna verscheen
meteen een lege matrix, waarin het stippen-
patroon moest gereproduceerd worden. Hier-
voor diende men het numerieke toetsenbord
te gebruiken. Elke toets kwam overeen met
een vierkantje in de matrix (1 = links onder-
aan, 9 = rechts bovenaan). Feedback werd
enkel gegeven over de reproductie van het
stippenpatroon. Verder was de procedure de-
zelfde als in Experiment 1.

Resultaten en discussie

Op de stippentaak bedroeg jet gemiddelde
aantal correct gelokaliseerde stippen 3,58
(8D =0,77) voor de vierstippenpatronen in de
laad-conditie en 2,85 (SD = 0,60) voor de
driestippenpatronen in de controleconditie.
De deelnemers van wie de score op de stip-
pentaak meer dan drie standaard deviaties
onder het algemene gemiddelde lag werden
verwijderd uit de analyse, omdat hun score

(a)

(b)

Figuur 1. Voorbeelden van de stippenpatronen in (a) de controleconditie en (b) de laad-conditie.
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laat vermoeden dat zij minder sterk belast
waren dan de andere deelnemers in dezelfde
conditie. Dit resulteerde in een eliminatie van
34 deelnemers uit de laad-conditie en 19
deelnemers uit de controleconditie, zodat er
uiteindelijk nog respectievelijk 51 en 44 deel-
nemers in de analyse werden opgenomen.

Op de vraagstukkentaak werden onbeant-
woorde trials verwijderd uit de analyse (min-
der dan 1% van de data in beide condities).
Zoals verwacht daalde de accuratesse voor
niet-proportionele vraagstukken onder werk-
geheugenbelasting, terwijl de accuratesse
voor proportionele vraagstukken niet veran-
derde (zie Tabel 2). Een significant interactie-
effect* tussen werkgeheugenbelasting en type
vraagstuk bevestigde dit (y2%(1) = 6,64, p <
0,01), terwijl er geen significant hoofdeffect
was voor werkgeheugenbelasting (x}*(1) =
0,13, p =0,71). Zoals verwacht waren de fou-
ten op de niet-proportionele vraagstukken
vooral proportionele fouten (22% van het to-
tale aantal antwoorden in de controleconditie
en 34% in de laad-conditie). De resultaten
tonen dus dat niet-proportioneel redeneren
meer vermogen van het werkgeheugen vraagt
dan proportioneel redeneren.

4 Algemene discussie

Deze studie toonde dat ongepast proportio-
neel redeneren twee van de belangrijkste ken-
merken van heuristische processen vertoont.
Onder tijdsbeperking en onder werkgeheu-
genbelasting daalde de accuratesse voor niet-
proportionele vraagstukken sterk ten gevolge
van het terugvallen op proportionele me-
thoden, terwijl de prestatie op proportionele
vraagstukken ongeveer ongewijzigd bleef.
We besluiten dus dat het dual process-kader

Tabel 2
Accuratesse voor type vraagstuk en conditie

met succes kan toegepast worden om het me-
chanisme achter het overmatig toepassen van
proportionele oplossingsmethoden te begrij-
pen.

5 De intuitive rules-theorie

Het onderscheid tussen intuitief en analytisch
denken wordt sinds decennia ook gemaakt
binnen het vakspecifieke onderzoek rond
wiskundeleren en -onderwijzen. Het onder-
zoek naar de rol van intuities bij het wiskun-
dig probleemoplossen werd vooral geinspi-
reerd door het werk van Efraim Fischbein
(1920-1998). Hij definieerde een intuitie als
een inzicht dat “implies an extrapolation bey-
ond the directly accessible information” (Fi-
schbein, 1987, p. 13). Met andere woorden:
intuities zijn veronderstellingen die verder
reiken dan de gegeven feiten. Verdere ken-
merken van intuities zijn volgens Fischbein
dat ze zelfevident (onmiddellijk en zonder
verdere argumenten aannemelijk) zijn, het
denken spontaan en sterk beinvloeden en dat
de probleemsituatie er globaal door benaderd
wordt (in plaats van diepgaand wiskundig ge-
analyseerd). Fischbein (1987) maakte daarbij
een onderscheid tussen primaire intuities, die
zich ontwikkelen als een gevolg van persoon-
lijke ervaring en onathankelijk van enige sys-
tematische instructie en secundaire intuities,
die verworven worden als gevolg van forme-
le instructie en niet louter als gevolg van per-
soonlijke ervaring. De aanname achter deze
secundaire intuities is dat er zich nieuwe in-
tuities kunnen ontwikkelen die geen ‘natuur-
lijke oorsprong” hebben. Een primaire intuitie
over kans is bijvoorbeeld het feit dat het toe-
nemen van het aantal voorwaarden voor een
bepaalde gebeurtenis de kans vermindert.

Type vraagstuk
Proportioneel Niet-proportioneel
Gemiddelde n Gemiddelde n
Controleconditie 0,96 263 0,76 264
Laad-conditie 0,98 304 0,62 306
Totaal 0,97 657 0,68 570




Een secundaire intuitie is bijvoorbeeld dat de
som van de hoeken van een driehoek 180° is.
Volgens Fischbein is dit geen vanzelfspreken-
de bewering; men aanvaardt dit op basis van
een bewijs. Maar als we onmiddellijk inzien
dat de som van de hoeken van een drichoek
noodzakelijk constant moet blijven hebben
we een nieuw intuitief begrip — een secundaire
intuitie.

Op basis van Fischbein’s pionierswerk op
het gebied van intuitief denken ontwikkelden
Stavy en Tirosh (2000) de intuitive rule-
theorie. Volgens deze theorie baseren leer-
lingen zich bij het oplossen van diverse pro-
blemen in de wiskunde en wetenschappen
vooral op ‘externe’ taakkenmerken, in plaats
van op de ‘interne’ wiskundige kernelemen-
ten . De reacties van leerlingen op diverse
wiskundige of wetenschappelijke taken kun-
nen dan begrepen worden vanuit het hanteren
van een beperkt aantal intuitieve regels die
worden uitgelokt door die externe taakken-
merken. [Intuitive rules-onderzoekers defi-
nieerden aldus een beperkt aantal intuitieve
regels (bijv. de more A — more B-regel en de
same A — same B-regel). De producten van
deze regels zijn vaak correct, maar soms
komen ze niet overeen met wiskundige of
wetenschappelijke concepten en leiden ze tot
incorrecte redeneringen. More A — more B-
redeneren treedt bijvoorbeeld op bij de meer-
derheid van zes- tot tienjarigen wanneer ze de
zoetheid van suikerwater moeten bepalen. Ze
baseren zich vaak op de absolute hoeveelheid
suiker (d.i., het saliénte maar externe taak-
kenmerk), en redeneren “hoe meer suiker,
hoe zoeter”. Ze baseren zich dus niet op de
ratio tussen suiker en water (d.i., het rele-
vante interne taakkenmerk) (Stavy, Strauss,
Orpaz, & Carmi, 1982). Een voorbeeld van
same A — same B-redeneren is dat de meer-
derheid van de 17-jarigen beweert dat de om-
trek van een rechthoek gelijk blijft wanneer
de verticale zijden verkleinen met 20% en de
horizontale zijden verlengen met 20% (Stavy
& Tirosh, 2000).

Stavy en Tirosh (2000) bestudeerden deze
regels in verschillende domeinen (bijv. fysi-
ca, chemie, biologie, wiskunde), met een va-
riéteit aan taken waarin verschillende types
van redeneren nodig zijn (bijv. conservatie,
proportie, kansrekening, directe functies, in-

verse functies), en in verschillende culturen
(bijv. Israélische, Taiwanese en Australische
Aboriginal studenten; Stavy, et al., 2006).
Stavy e.a. (2006) verrichtten een crosscultu-
rele studie van de ontwikkelingscurven voor
more A — more B- en same A — same B-regels
en vonden dat more A — more B-antwoorden
overal afnamen met leeftijd, terwijl same A —
same B-antwoorden toenamen.

In het intuitive rules-onderzoek van Stavy,
Tirosh en hun medewerkers lag de focus tot
voor kort op accuratesse en op percentages
van intuitieve antwoorden, op de ontwikke-
ling van het gebruik van bepaalde intuitieve
regels, en op interculturele verschillen. Re-
cent zijn ze zich ook beginnen toespitsen op
de onderliggende processen die zich voor-
doen wanneer leerlingen intuitieve regels vol-
gen door onder meer reactietijddata en neuro-
logische evidentie te verzamelen (Babai,
Brecher, Stavy, & Tirosh, 2006; Babai, Le-
vyadun, Stavy, & Tirosh, 2006; Stavy, Goel,
Critchley, & Dolan, 2006). Zo komt hun on-
derzoek dichter in de buurt van het algemeen
cognitief-psychologisch onderzoek dat we
eerder bespraken. We vatten hun meer recen-
te bevindingen nu samen.

Eén van de meest paradigmatische more A
— more B-taken die in deze onderzoekslijn ge-
bruikt wordt is de veelhoekentaak. De deel-
nemers moeten in deze taak de omtrek van
twee veelhoeken met elkaar vergelijken. Bij
congruente items heeft de veelhoek met de
grootste oppervlakte ook de langste omtrek
(Figuur 2a). Bij incongruente items heeft de
veelhoek met de grootste oppervlakte een
omtrek die even groot is of kleiner dan de an-
dere veelhoek (Figuren 2b en 2c¢). Mensen
hebben de neiging om in lijn met de more A
(oppervlakte) — more B (omtrek)-regel te re-
deneren. Dit gedrag leidt tot een hogere accu-
ratesse voor congruente dan voor incongru-
ente items (Babai, Brecher e.a. 2006; Stavy,
Goel e.a., 2006). Omdat oppervlakte meer di-
rect verwerkt wordt dan omtrek, beschouwen
intuitive rules-onderzoekers de oppervlakte
als het saliénte kenmerk van een veelhoek.
Ten eerste toonden Babai, Levyadun e.a.
(2006) dat wanneer deelnemers het verschil
in oppervlakte beoordeelden (opperviakte-
taak), ze sneller een correct antwoord gaven
dan wanneer ze het verschil in omtrek beoor-
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deelden (omtrektaak). Ten tweede werden de
beoordelingen in de oppervlaktetaak niet ge-
medieerd door omtrek: Er werden bijna geen
fouten gemaakt op congruente en incongru-
ente items. Bovendien waren in de opper-
vlaktetaak de reactietijden voor correcte ant-
woorden op congruente en op incongruente
items gelijk.

Intuitive rules-onderzoekers vonden ook
empirische evidentie voor de onmiddellijke
aard (immediacy) — wat als één van de be-
langrijke kenmerken van intuitieve regels
beschouwd wordt — van de more A (opper-
vlakte) — more B (omtrek)-regel (Babai,
Levyadun e.a., 2006; Stavy, Goel e.a., 2006).
Ten eerste werden correcte antwoorden die in
de lijn lagen van de regel (d.w.z. correcte ant-
woorden op congruente items) sneller gepro-
duceerd dan correcte antwoorden die niet in

() Congruent item.

lijn liggen met deze regel (d.w.z. correcte ant-
woorden op incongruente items). Ten tweede
waren voor incongruente items incorrecte
more A — more — antwoorden sneller dan cor-
recte antwoorden. Deze resultaten komen
overeen met bevindingen bij redeneertaken
binnen de dual process-literatuur (De Neys,
2006).

Stavy, Goel e.a. (2006) vonden ook neuro-
logische evidentie voor de intuitieve aard van
de more A — more B-regel in deze omtrek-
taak. Zij constateerden verschillende activa-
tiepatronen bij het antwoorden op congruente
items (activering in de inferieure pariétale
regio) versus incongruente items (activering
in de orbitofrontale cortex). De activering bij
congruente items werd door deze auteurs
geinterpreteerd als automatische verwerking
in de pariétale kwab van perceptuele input

(b) Equal-incangruent item.

(c) Inverse-incongruent itemn.

Figuur 2. Voorbeeld van een (a) congruent item en van (b) en (c) incongruente items.



met betrekking tot de storende saliénte eigen-
schap. De activering bij het antwoorden op
incongruente items werd geinterpreteerd als
inhibitie van het storende saliénte kenmerk.

Een andere paradigmatische more A —
more B-taak is een kansrekentaak (Figuur 3).
In deze taak moet men beoordelen welke van
twee dozen, gevuld met zwarte en witte knik-
kers, de beste kans biedt om zonder kijken
een zwarte knikker te nemen. Mensen hebben
de neiging om hun antwoord te baseren op de
absolute frequentie van de zwarte knikkers in
beide dozen in plaats van op de ratio’s
(Babai, Brecher e.a., 2006; Falk, Falk, &
Levin, 1980; Green, 1983). Mensen negeren
dus de noemers in hun beoordeling. Soms is
het oordeel gebaseerd op een vergelijking van
de absolute frequentie van de zwarte knikkers
congruent met het oordeel dat gebaseerd
wordt op de ratio’s. De taak kan echter aan-
gepast worden om een incongruent item te
creéren. Het vergelijken van de absolute fre-
quenties van de zwarte knikkers resulteert
dan niet meer in een correct oordeel. Ook
voor deze taak werd aan de hand van reactie-
tijddata aangetoond dat correcte beoordelin-
gen voor congruente items en incorrecte be-
oordelingen voor incongruente items (allebei
in lijn met de more A — more B-regel) sneller
gegeven worden dan correct antwoorden voor
incongruente items (Babai, Brecher e.a.,
2006).

Met betrekking tot het gedrag op deze
kansrekentaak trachtten Babai, Brecher e.a.
(2006) een verklaring te geven in termen van
een parallel model. Ze suggereerden dat aan-
gezien de absolute frequentie van de zwarte
knikkers de saliénte eigenschap is, deze on-
middellijk verwerkt en vergeleken wordt. Dit
zou simultaan gebeuren aan de vergelijking
van de ratio’s. Wanneer de verwerking van de

absolute frequenties van de zwarte knikkers
en de ratio’s resulteert in dezelfde conclusie
(congruente items), zou dit het einde zijn van
het verwerkingsproces. Wanneer ze resulte-
ren in twee verschillende antwoorden (incon-
gruent item), moet dit conflict opgelost wor-
den. De analytische processen hebben de
capaciteit om het intuitieve antwoord te inhi-
beren. Maar de intuitieve regel kan ook zo
hardnekkig zijn dat mensen falen om het in-
tuitieve antwoord te inhiberen.

6 Conclusies en discussie

Zowel in de algemene cognitieve psychologie
als in de vakspecifieke psychologie van het
wiskundeleren en -onderwijzen wordt het
onderscheid gemaakt tussen heuristische/in-
tuitieve en analytische redeneerprocessen. In
beide domeinen probeert men daarmee te
verklaren waarom mensen op een variéteit
van taken ondermaats presteren. Fouten zijn
vanuit deze invalshoek niet zozeer te wijten
aan tekorten in hun vakspecifieke kennis-
basis, maar eerder aan het feit dat men vast-
houdt aan het foute heuristisch/intuitief
antwoord. In dit artikel plaatsten we het veel-
gebruikte dual process-kader binnen de alge-
mene cognitieve psychologie, naast twee on-
derzoekslijnen van teams die actief zijn op
het specifieke terrein van het wiskundeleren
en -onderwijzen.

Het is merkwaardig dat niet enkel voor re-
deneertaken die in het algemeen cognitief-
psychologische onderzoek gebruikt worden
mensen vaak heuristisch redeneren, maar dat
dit ook wordt vastgesteld in het onderzoek
van wiskundeleren en -onderwijzen dat leer-
lingen bij schoolse wiskundetaken. De taken
die leerlingen in dit soort onderzoek voorge-

o} J

(a)

(b)

Figuur 3. Voorbeeld van (a) een congruent en (b) een incongruent item.
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schoteld krijgen staan immers verder van het
dagelijkse leven, en zijn analoog aan de taken
waarmee ze in de wiskundelessen en -toetsen
worden geconfronteerd. Een impliciete ver-
wachting (vanwege onderzoekers en onder-
wijsgevenden) is dat leerlingen bij het oplos-
sen van dergelijke taken hard en lang
nadenken, en hun oplossing ver(ant)woorden.
We verwijzen hierbij naar Vinner (1997) die
een belangrijke assumptie van heel wat wis-
kundedidactici in vraag stelt: Men mag er
volgens hem niet van uitgaan dat leerlingen
in leer- of probleemoplossingssituaties steeds
gemotiveerd en cognitief betrokken zijn.
Maar wegens het ‘didactisch contract’
(Brousseau, 1988) worden ze geacht om dat
in een onderwijsleersetting niet zomaar te
tonen. Onbewust leren ze dan ook om zich in
dit systeem te handhaven met minimale in-
spanning en ‘pseudoanalytisch gedrag’ (in te-
genstelling tot ‘analytisch gedrag’) te verto-
nen. Waneer er tijdens de wiskundelessen
routines worden ingeoefend — met vooral
aandacht voor het correct uitvoeren van pro-
cedures, eerder dan de keuze of verantwoor-
ding voor de toepasbaarheid ervan —, dan
kunnen leerlingen associaties gaan vormen
tussen oppervlakkige opgavekenmerken (bijv.
de ontberekendewaardestructuur van een
vraagstuk) die steevast in een bepaald type
problemen aanwezig zijn en manieren om die
opgaven op te lossen (bijv. proportionele be-
rekeningen uitvoeren). Het pseudo-analytisch
gedrag bestaat er in om de aangeleerde routi-
ne te gebruiken telkens wanneer die uiterlijke
kenmerken aanwezig zijn, hetgeen in de
meeste gevallen ook succesvol zal zijn.

De claim dat heel wat fouten op wiskundi-
ge problemen een intuitief karakter hebben
werd enkele decennia geleden uitvoerig bear-
gumenteerd door Fischbein (1987). Maar
door de preciezere operationaliseringen en
door toepassing van de onderzoeksmethoden
ontleend aan het algemeen cognitiefpsycho-
logisch onderzoek reikten Gillard e.a. (2009),
Babai, Brecher e.a. (2006) en Babai, Levya-
dun e.a. (2006) ook empirische evidentie aan
voor de claim dat intuitieve/heuristische pro-
cessen ten grondslag liggen aan deze fouten,
en dat zij bijvoorbeeld niet veroorzaakt zijn
door misconcepties, die een analytische basis
hebben. Om opnieuw Vinner’s (1997) onder-

scheid tussen analytisch en pseudo-analy-
tisch gedrag te gebruiken: “A misconception
is a result of cognitive involvement. It is a re-
sult of cognitive efforts. These efforts led to a
wrong idea.” (p. 121), terwijl hij over pseudo-
analytisch gedrag zegt “there is no cognitive
involvement. The person is looking for a sa-
tisfactory reaction to a certain stimulus while
cognitive issues do not play a role (at least
not a major role)” (p. 121).

De nauwkeurigere modellen en fijnmazi-
gere methoden die het cognitiefpsychologi-
sche kader aanreikt zijn nuttig om intuitieve
van analytische wiskundige redeneerproces-
sen te onderscheiden. Verder maken metho-
den als reactietijdmeting, thinking aloud, mo-
ving windows (of het eraan gerelateerde
oogbewegingsonderzoek) en neurologische
evidentie het ook mogelijk om te onderzoe-
ken hoe analytische en heuristische processen
precies met elkaar interageren, en of fouten
eerder te wijten zijn aan een gebrek aan de-
tectie van een conflict tussen het heuristische
en het analytische proces, dan wel aan het feit
dat een subject faalt om het heuristische ant-
woord te inhiberen. Voor intuitieve fouten op
wiskundige problemen is de kwestie niet al-
leen theoretisch maar ook praktisch van be-
lang. Zo zal de neiging van leerlingen om on-
terecht proportioneel te redeneren een andere
onderwijsaanpak vergen indien blijkt dat er
bij deze leerlingen geen conflictdetectie is
dan wanneer er wel een probleem wordt ge-
detecteerd maar leerlingen falen om hun nei-
ging tot proportioneel te reageren te inhibe-
ren. In het eerste geval volstaat het allicht
leerlingen te attenderen op het verraderlijke
karakter van vraagstukken met een ontbre-
kendewaardeformulering, terwijl het in het
tweede geval wellicht nodig zal zijn om bij
leerlingen een soort metabewustzijn te creé-
ren van de manier waarop heuristische en
analytische processen met elkaar interageren.

Het toepassen van concepten en technie-
ken uit de algemene cognitieve psychologie
op het wiskundig probleemoplossen kan dus
onmiskenbare voordelen opleveren. Toch is
het vakspecifieke onderzoek naar het wiskun-
deleren en -onderwijzen geen louter toe-
gepaste algemene psychologie, zoals Freu-
denthal (1978) en andere pioniers van de
psychology of mathematics education meer-



maals hebben beargumenteerd (zie ook Sier-
pinska & Kilpatrick, 1997). Bovendien kan
omgekeerd het bestuderen van intuitieve en
analytische oplossingsprocessen bij wiskun-
deproblemen ook bijdragen tot een verdere
ontwikkeling en verfijning van het algemene
dual process-kader. Kenmerkend voor onder-
zoek naar de psychologie van het wiskunde-
leren en -onderwijzen is immers dat het zich
toespitst op inhouden die formeel onderwe-
zen worden. Fischbein (1987) benadrukte het
verschil tussen intuities gevormd door forme-
le instructie (secundaire intuities) en intuities
die zich manifesteren los van instructie (pri-
maire intuities). Een centraal onderwerp in
het vakspecifieke onderzoek naar de psycho-
logie van de wiskunde is dan ook de ontwik-
keling die redeneerprocessen
ondergaan. De ontwikkeling van intuities/
heuristieken en de impact van allerlei omge-
vings- en instructiekenmerken daarop is een
aspect dat in dual process-onderzoek veelal
wordt genegeerd. De meeste dual process-
theorieén gaan er van uit dat metacognitieve
controle toeneemt naarmate de cognitieve
ontwikkeling vordert, waardoor (jong-)vol-
wassenen beter in staat zijn heuristische ant-
woorden te inhiberen. Dit gaat echter maar
ten dele op voor intuities in het wiskundig re-
deneren, aangezien onderzoek heeft aange-
toond dat sommige intuities afnemen naar-
mate men ouder wordt of meer instructie
krijgt (bijv. diverse more A — more B-rede-
neringen, Stavy, Babai, e.a., 2006) terwijl
andere net toenemen (bijv. diverse same A —
same B-redeneringen, Stavy, Babai, e.a.,
2006, en proportionele redeneringen, Van
Dooren e.a., 2005). Het bestuderen van intui-
ties en hun evolutie doorheen de levensloop
(en onder invloed van instructie) lijkt dus te
kunnen bijdragen aan de algemene cognitief-
psychologische theorievorming over heuristi-
sche en analytische processen en hun onder-
linge interactie.

Het ziet er dus naar uit dat zowel de alge-
mene cognitief-psychologische invalshoek
als die van de vakspecifieke psychologie van
het wiskundeleren een waardevolle en com-
plementaire bijdrage kunnen leveren om de
ondermaatse prestatie van mensen op een va-
riéteit aan taken, en in het bijzonder wiskun-
dige problemen — te verklaren.

intuitieve

Noten

1 Dit onderzoek werd deels ondersteund door
de geconcerteerde onderzoeksactie (GOA)
nr. 2006/01 “Developing adaptive expertise in
mathematics education” van de Onderzoeks-
raad van de Katholieke Universiteit Leuven.

2 Merk op dat ‘heuristieken’ binnen de literatuur
rond (wiskundig) probleemoplossen nog een
heel andere betekenis hebben. Het gaat dan
om het efficiént aanpakken van probleem-
situaties waarvoor de oplosser geen kant-en-
klare oplossing ziet, en waarbij hij systema-
tische zoekstrategieén aanwendt om het
probleem te ontwarren en zo de kans op het
vinden van een oplossing te verhogen (zie
bijv. Polya, 1945; Schoenfeld, 1992). Voorbeel-
den van heuristieken zijn: het maken van een
tekening, het opsplitsen in deelproblemen, het
voorlopig buiten beschouwing laten van een
van de vereisten van de oplossing, enzovoort.
In dit artikel gebruiken we de notie heuristiek
in de betekenis die de cognitiefpsychologi-
sche literatuur er aan geeft, en die in de wis-
kundedidactische literatuur doorgaans als ‘in-
tuitief” wordt getypeerd. Het gaat dan om de
tegenhanger van een analytische aanpak.

3 Hierbij dient wel opgemerkt te worden dat er
bij de proportionele vraagstukken een pla-
fondeffect optreedt, hetgeen de interactie
moeilijk interpreteerbaar kan maken. Het feit
dat de gemaakte fouten op de niet-proportio-
nele vraagstukken voornamelijk in overeen-
stemming zijn met de proportionele oplos-
singsmethode, maakt de gevonden interactie
wel weer interpreteerbaar als steun voor onze
hypothese

4 Hierbij geldt een gelijkaardige opmerking als
bij de resultaten van Experiment 1, zie noot 2.
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Abstract

Dual process theories applied
to mathematical problem solving

The distinction between heuristic/intuitive and
analytic types of reasoning is often used to ac-
count for the finding that people blatantly fail on a
variety of tasks they are supposed to be able to
solve correctly given their available domain-spe-
cific knowledge and skills. Both within the field of
the psychology of mathematics education and in
cognitive psychology, this distinction is often
made. We first give an overview of the dual pro-
cess framework in cognitive psychology. We dis-
cuss the core of the theoretical assumptions and
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discuss some important research lines and -me-
thods. Then we make the link to the field of the
psychology of mathematics education. First, we
discuss research to the overuse of proportional
solution methods, interpreted from a dual process
framework. Thereafter, we discuss the intuitive
rules theory en we give an overview of the most
recent experimental studies in that field.





