
??? Samenvatting Lineair proportionele modellen zijn ongetwij-feld ?Š?Šn van de meest voorkomende modellen''ij het representeren en oplossen van zowel zui-vere als toepassingsgerichte wiskundige proble-"len. Volgens diverse auteurs leidt de centraleplaats die deze lineaire modellen innemen in hethuidig reken/wiskundeonderwijs ertoe dat veleleerlingen de neiging ontwikkelen om deze mo-dellen ook te gebruiken in (probleem)situatiesvvaarin dit niet gepast is. In onderhavig artikelvvordt verslag uitgebracht van twee studiesover deze lineariteitsillusie bij 12-13- en bij 15-IB-jarigen die geconfronteerd worden metVraagstukken over lengte en oppervlakte vanSelijkvormige vlakke figuren; tevens gaan dezestudies de invloed na van zelfgemaakte en aan-geboden tekeningen op het optreden van deze'"usle. Globaal genomen bieden de resultatenovertuigende steun voor de sterkte van de line-^f^iteitsillusie bij deze groepen van studenten. mg Inleidi Lineair proportionele (of recht evenredige) ver-banden tussen grootheden

krijgen in het wis-â€?^undeonderwijs op elementair en secundair"iveau bijzonder veel aandacht. Men zegt dattWee grootheden recht evenredig zijn als hetmalen groter of kleiner worden van deene tot gevolg heeft, dat de andere evenveel"lalen groter of kleiner wordt. Dat dergelijkeVerbanden zoveel aandacht krijgen in het ele-"lentair en secundair (wiskunde)onderwijs,l^onit doordat voor heel wat problemen uit dezuivere en de toegepaste wiskunde lineaire auteurs danken R. Stroobants, E. Ratinckx enVan Vaerenbergh voor hulp bij de (statistische)van de onderzoeksgegevens. functies het onderiiggend wiskundig modelvormen. Voorbeelden van lineair proportioneleverbanden uit de (zuivere) wiskunde zijn legio:de omtrek van een cirkel is proportioneel metde straal, de grootte van een hoek is proportio-neel met de bijbehorende cirkelboog. Ook talvan levensechte probleemsituaties kunnen ade-quaat gemodelleerd worden in termen van line-aire proportie: het aantal liter verf nodig omeen egaal oppervlak te schilderen is

proportio-neel met de oppervlakte ervan; het volume enhet gewicht van een bepaalde vloeistof zijnproportioneel. De toenemende vertrouwdheid van leerlin-gen en studenten met deze lineaire modellenheeft echter ook een keerzijde: dit kan er name-lijk toe leiden dat leeriingen de misvatting ont-wikkelen dat deze lineaire modellen een uni-versele toepasbaarheid hebben, waardoor zijgeneigd zijn deze modellen ook te gaan gebrui-ken in (probleem)situaties waarvoor ze in hetgeheel niet gelden. Dit fenomeen wordt aange-duid als de lineariteitsillusie. In onderhavigartikel rapporteren we twee studies over dezeillusie in ?Š?Šn bepaald toepassingsgebied, nl.vraagstukken over lengte en oppervlakte vangelijkvormige vlakke figuren. Het principe dat aan de basis ligt van ditsoort toepassingsopgaven is bekend: een ver-groting of verkleining met factor r vermenig-vuldigt lengtes met factor r, oppervlaktes metfactor r^ en inhouden met factor r'. Bijvoor-beeld: wanneer men de straal van een bol ver-dubbelt, verdubbelt de omtrek van

elke cirkelop het boloppervlak, verviervoudigt de bol-oppervlakte en verachtvoudigt het bolvolume.Bij halvering van de straal, halveert de omtrekvan elke cirkel, wordt de boloppervlakte doorvier en het bolvolume door acht gedeeld.Essentieel hierbij is dat deze factoren nietafhangen van de specifieke figuur waaroversprake is in de opgave (d.w.z. of het nu om eenvierkant, een cirkel of een onregelmatige 261 fiEDAGOGISCHCSTUDI?ˆH 1997 f74; 261-270 De lineariteitsillusie bij het oplossen van meetkunde-problemen door leerlingen van het secundair onderwijs D. De Bock, L. Verschaffel en D. Janssens*



??? figuur gaat) maar enkel van de grootheden in Aan het onderzoek participeerden 120 leer- kwestie (d.w.z. lengte, oppervlakte of volume), lingen, verdeeld in drie groepen (Groep I, II en Hoewel in de literatuur regelmatig melding III met resp. 40, 42 en 38 leerlingen). Elke gemaakt wordt van het ongeoorloofd toepassen groep bestond uit twee intacte klassen, ?Š?Šn uit van een lineair proportioneel model bij het de 'Moderne' afdeling (met zes wekelijkse les- vergroten en verkleinen van figuren, werd - tijden wiskunde) en ?Š?Šn uit de 'Latijnse' afde- voorzover ons bekend - hierover nauwelijks ling (met vier wekelijkse lestijden wiskunde), systematisch empirisch onderzoek verricht. Het onderzoek bestond uit twee fasen. In Mede daardoor lopen de meningen over de een eerste fase lieten we alle 120 leerlingen - ernst en de hardnekkigheid van deze misvatting zonder speciale voorafgaande aanwijzingen of sterk uiteen (National Council of Teachers of instructies - dezelfde schriftelijke toets oplos- Mathematics,

1989; Streefland, 1984; Treffers, sen bestaande uit 12 experimentele items 1987). (Toets 1). Deze 12 experimentele items hadden alle betrekking op schaalvergroting van vlakkefiguren en werden geconstrueerd rond drie ver- Studie 1 schillende soorten figuren: 4 items hadden be-trekking op vierkante (V), 4 op cirkelvormige Onderzoeksopzet en -materiaal (C) en 4 op grillige figuren (G). Per categorie Het eerste onderzoek werd uitgevoerd in het waren er telkens 2 proportionele items en 2 begin van het schooljaar 1995-1996 in het eer- niet-proportionele items. In Tabel 1 geven we ste leeijaar algemeen secundair onderwijs van een voorbeeld van ?Š?Šn proportioneel en ?Š?Šn een Vlaams lyceum dat haar leerlingen rekru- niet-proportioneel item voor elk van de drie teert uit een brede waaier van nabijgelegen soorten figuren uit Toets 1. basisscholen. Tenslotte werd bij elk van de drie catego- Tabei 1 " Voorbeelden van experimentele items Schaalvergroting van een vierkantige figuur Proportioneel item: Om

een gracht te graven rond een vierkant stuk w/eiland met zijde 100 m, heeft boer Gust ongeveer 4dagen nodig. Hoeveel dagen zal hij ongeveer nodig hebben om een gracht te graven rond een vierkant stukweiland met zijde 300 m? (Antwoord: 12 dagen)Niet-proportioneel item: Om een vierkant stuk grond met zijde 200 m te bemesten, heeft boer Karei ongeveer 8 uur nodig. Hoe-veel uur zal hij ongeveer nodig hebben om een vierkant stuk grond met zijde 600 m te bemesten? (Ant-woord: 72 uur) Schaalvergroting van een cirkelvormige figuur Proportioneel item: Om met een zeilschip rond een cirkelvormig eiland met een diameter van 70 km te varen, heb je onge-veer 6 uur nodig. Hoeveel uur heb je ongeveer nodig om rond een cirkelvormig eiland met een diameter van140 km te varen? (Antwoord: 12 uur)Niet-proportioneel item: Om een cirkelvormig bloemenperkje met een diameter van 10 m aan te leggen, heb je ongeveer 400gram bloemenzaad nodig. Hoeveel gram bloemenzaad heb je ongeveer nodig

om een cirkelvormig bloe-menperkje met een diameter van 20 m aan te leggen? (Antwoord: 1600 gram) Schaalvergroting van een grillige figuur Proportioneel item: ^ Op een landkaart van Belgi?? in een atlas meet de afstand Genk-Leuven ongeveer 5 cm en de afstandGenk-Gent ongeveer 11 cm. Op een landkaart van Belgi?? die vooraan in de klas hangt, meet de afstandGenk-Leuven ongeveer 20 cm. Hoeveel meet de afstand Genk-Gent op deze landkaart? (Antwoord: 44 cnn)Niet-proportioneel item: Op een landkaart van Belgi?? in een atlas meet de afstand Genk-Tongeren ongeveer 2 cm en is de oppef'vlakte van Belgi?? ongeveer 250 cm^. Op een landkaart van Belgi?? die vooraan in de klas hangt, meet deafstand Genk-Tongeren ongeveer 6 cm. Hoe groot is de oppervlakte van Belgi?? op deze landkaart? (Ant-woord: 2250 cm') pedagogische studi?Šn



??? rie??n van figuren (V, C en G) ook nog ?Š?Šnbufferitem (rond een andere bewerking) gecon-strueerd. Om spieken te voorkomen en omVolgorde-effecten te kunnen neutraliseren,Werden de items in twee (inverse) volgordenaangeboden. Op de antwoordbladen was er nietenkel plaats voorzien voor het antwoord, maarook voor het maken van bewerkingen, beden-langen, tekeningen, enz. Twee weken na de eerste toetsafname wer-den de drie groepen van leerlingen geconfron-teerd met een tweede toets (Toets 2), die eenparallelversie van Toets 1 was. Groep I, diefungeerde als controlegroep, kreeg - net zoalstijdens de eerste toetsafname - geen verdereinstructies of hulp. De leerlingen van Groep IIkregen de instructie om een schets of tekeningte maken alvorens de oplossing neer te schrij-den. Deze aanbeveling werd bij de aanvang van'Ie toets gedaan en verduidelijkt aan de handVan een voorbeeld-item, - uiteraard geen niet-Proportionele opgave. De leerlingen van Groep?•II tenslotte kregen bij elk item een

correctetekening aangeboden. Bij wijze van voorbeeldSeven wij in Figuur 1 de tekening die hoort bij het niet-proportioneel item rond 'vierkanten' tiit Tabel 1.^^ypothesen ^en eerste verwachtten we, op basis van debeschikbare literatuur (Bert?Š, 1993; Freuden-1983; NCTM, 1989; Rogalski, 1982;douche, 1992), dat de overgrote meerderheidVan de leerlingen sterk zou 'lijden' onder de'tneariteitsillusie. Dit impliceert dat we voor de6 niet-proportionele items zeer weinig, en voorde 6 proportionele items zeer veel correcte ant-woorden voorspelden. Ten tweede veronderstelden we dat eenschets of tekening van de probleemsituatie eenpositieve invloed zou uitoefenen op de presta-ties van de leerlingen, in het bijzonder voor watbetreft de niet-proportionele items. De argu-mentatie daarvoor is dat de kans op het door-breken van de lineariteitsillusie - en dus op hetgeven van het juiste antwoord - door zo'nschets of tekening toeneemt. Immers, door aanleerlingen te vragen zelf een tekening te makenworden zij a.h.w. gedwongen tot

het constru-eren van een eigen (mentale) representatie vande essenti??le elementen en relaties in de pro-bleemsituatie (P??lya, 1945; Schoenfeld, 1992).Bij de niet-proportionele items zal dit ertoe lei-den dat zij de onjuistheid van een stereotiepe,lineair proportionele redenering inzien entevens de precieze aard van het niet-lineaireverband tussen de gegeven en de gevraagdegrootheid ontdekken. Tevens gingen we ervanuit dat het aanreiken van een juiste tekening dekans op het ontdekken van de niet-lineariteitvan het verband - en dus op het vinden van hetjuiste antwoord - nog sterker zal verhogen danenkel de suggestie tot het maken van een bij-passende tekening. De reden hiervoor is datniet alle leerlingen die als instructie krijgen omeen tekening te maken, erin zullen slagen omeen correcte, bruikbare tekening te produce-ren. Uitgaande van deze hypothesen werden devolgende voorspellingen gemaakt: in Groep Izullen de resultaten van beide toetsafnamen Opga ve; een vierkant stuk grond met zijde 200 m te

bemesten, heeft boer Karei ongeveer 8 uur nodig. HoeveelZal hij ongeveer nodig hebben om een vierkant stuk grond met zijde 600 m te bemesten? ^^kening: 600 m 200 m Voorbeeld van een item zoals aangeboden in Groep I 263 PEDAGOGISCHE STUDI?ˆN



??? (Toets 1 en Toets 2) nagenoeg identiek zijn; inGroep II zal er beter gepresteerd worden opToets 2 dan op Toets 1, en in Groep III tenslot-te zal de toename van het aantal correcte ant-woorden nog sterker zijn dan in Groep II.Bovendien voorspelden we dat de verwachtestijgingen in Groep II en III hoofdzakelijk hetgevolg zouden zijn van een daling van het aan-tal fouten gebaseerd op een lineair proportione-le redenering bij de niet-lineaire items. Ten derde verwachtten we een effect van deaard van de figuur waarover in het vraagstuksprake is, op het aantal correcte antwoorden -met name op de niet-proportionele items - enwel in die zin dat de meeste correcte oplossin-gen gegeven zouden worden op de niet-propor-tionele opgaven rond vierkante figuren (V-items) en het minst bij de items met grilligefiguren (G-items). Onze argumentatie voor dederde hypothese luidt als volgt. Voor de niet-proportionele items rond vierkanten (de V-items) bestaan er drie adequate oplossings-strategie??n: (1) het grote

vierkant a.h.w.'betegelen' met kleine vierkantjes, (2) vanbeide vierkanten de oppervlakte berekenen metbehulp van een meetkundige formule ('opper-vlakte vierkant = zijde maal zijde'), (3) hetalgemeen principe 'als de lengte (zijde) maal r,dan de oppervlakte maal r^' toepassen. Voorcirkels (de C-variant) is de eerste strategie (nl.een exacte betegeling) onmogelijk en wordtook de tweede strategie moeilijker (omwillevan de grotere complexiteit van en de geringevertrouwdheid van de leerlingen met debetreffende formule). Voor grillige figuren (deG-variant) tenslotte valt ook de tweede oplos-singsmethode weg (er bestaat immers geen for-mule) en kan men dus enkel nog terugvallen opde derde methode, nl. het algemeen principetoepassen.Tabel 2 Percentage correcte antwoorden in de drie groepenIe en niet-proportionele items tijdens Toets 1 en 2 12-13-jarigen op de verschillende soorten proportione- Toets 1 Toets 2 Proportionele Niet-proportionele Proportionele Niet-proportionele items items items items V

C G V C G V C G V C G 1 96 98 89 5 0 1 99 96 85 3 0 0 II 93 95 89 6 1 0 93 95 95 4 2 0 III 91 91 87 4 3 0 93 89 89 8 5 1 Analyse De antwoorden van de leerlingen op de propor-tionele en op de niet-proportionele items wer-den geanalyseerd aan de hand van een analyse-schema bestaande uit meerdere categorie??n.Maar omdat vrijwel alle fouten toe te schrijvenzijn aan een verkeerdelijk toegepaste lineairproportionele redenering, zal hierna enkelgebruik gemaakt worden van het onderscheidtussen 'correcte' en 'incorrecte' antwoorden(zie De Bock, Verschaffel & Janssens, 1996). De toetsing van de hypothesen geschieddeaan de hand van een variantie-analyse met alsonafhankelijke variabelen de between-variabe-le 'Groep' (Groep I, II en III) en de within-variabelen 'Toets' (Toets I versus Toets 2),'Proportionaliteit' (proportionele versus niet-proportionele items) en 'Figuur' (vierkante,cirkelvormige en grillige figuren). Het aantal'Correcte antwoorden' fungeerde in de analyseals afhankelijke variabele.

Significante hoofd-en interactie-effecten werden achteraf verderonderzocht met behulp van a posteriori LSD-tests. Resultaten Tabel 2 geeft een overzicht van het percentagecorrecte antwoorden voor de drie groepen vanleerlingen (I, II en III) voor de proportionele ende niet-proportionele items over vierkanten(V), cirkels (C) en grillige figuren (G) in Toets1 en Toets 2. De eerste hypothese werd door deze onder-zoeksresultaten op overtuigende wijze beves-tigd. De variantie-analyse bracht een zeer sterkhoofdeffect van de taakvariabele 'Proportiona-liteit' aan het licht (F(l,l 17) = 4994.915; MSE= .233446; p < .01): voor de drie groepen en detwee toetsen samen, bedroegen de percentagescorrecte antwoorden op de proportionele en 264 pcdaeoaischc STUDltM



??? niet-proportionele items respectievelijk 92%en 2%. Dit betekent dat de proportionele itemsdoor deze 12-13-jarigen bijna altijd juist opge-lost werden, terwijl de niet-proportionele itemsZelden of nooit correct beantwoord werden. De tweede hypothese in verband met de ver-wachte positieve invloed van tekeningen op deprestaties van de leerlingen, werd niet beves-tigd. De variantie-analyse bracht noch een sig-nificant 'Groep X Toets' interactie-effect aanhet licht, noch een significant 'Groep x Toets xProportionaliteit' interactie-effect: in geen vande drie groepen nam het percentage correcteantwoorden tussen beide toetsafnamen op sig-nificante wijze toe, noch in het algemeen, noch'n het bijzonder voor wat betreft de niet-Proportionele items. Blijkbaar was noch deinstructie om een tekening te maken (Groep II),noch het aanbieden van een tekening (Groepni) sterk genoeg om tegenwicht te bieden aanhet overweldigend effect van de lineariteits- ^Pgave: illusie bij deze 12-13-jarigen. Zoals voorspeld op basis van de derde

hypo-these, had de aard van de figuur een significan-te invloed op het percentage juiste antwoorden.Uit de variantie-analyse kwam een significanthoofdeffect voor deze taakvariabele naar voren(F(2,234) = 12.963; MSE = 0.086106; p < .01).De totale percentages correcte antwoordenvoor de V-, C- en G-items lagen in de ver-wachte richting, nl. respectievelijk 49%, 48%en 45%, maar aanvullende LSD-tests wezen uitdat enkel het verschil tussen de V- en de G-items en tussen de C- en de G-items significantwas (telkens op het 1% niveau). Er werd ookgeen interactie-effect gevonden tussen de taak-variabelen 'Proportionaliteit' en 'Figuur'. Ditbetekent dat het hoofdeffect van de aard van defiguur zich in dezelfde mate manifesteerde bijde proportionele en bij de niet-proportioneleitems. Aanvullend bij de resultaten met betrekking Teke, â€?ning 7; O /yv^ /o Tsh ening 2: ^00 /yv^ f?? IDo 8U. ' ^Ll. ??u.. hiM. '"'â€?Quuri. Twee voorbeelden van zelfgemaakte tekeningen bij het niet-proportioneel item rond vierkanten"it Taben 265
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??? tot de drie hypothesen, vermelden we ook nogenkele markante bevindingen die gebaseerdzijn op een kwalitatieve analyse van de leer-lingnotities. Ten eerste analyseerden we alle notities vande leerlingen van Groep I, II en III bij de niet-proportionele items uit Toets 1. Deze analysebracht aan het licht dat - voor de drie groepensamen - slechts bij 2% van de niet-proportio-nele items uit Toets 1 een tekening werd aan-getroffen. De leerlingen maakten dus zelden ofnooit spontaan een schets of tekening alsonderdeel van hun oplossingsproces van deniet-proportionele items. Uit de analyse van de notities van de leerlin-gen van Groep II bij Toets 2 bleek verder dat deexpliciete instructie om een tekening te makenslechts bij 46% van de niet-proportionele itemswas opgevolgd. Daarenboven produceerden deleerlingen die de instructie wel opvolgdenmeestal een tekening van gebrekkige kwaliteit(voor een voorbeeld van een zelfgemaaktetekening zonder en met een goede voorstel-lingswaarde, zie resp.

tekening 1 en 2 uitFiguur 2). Vermoedelijk beschouwden de leer-lingen het maken van een (goede) tekening alspuur tijdverlies omdat zij het 'problematisch'karakter van de niet-proportionele opgaven inhet geheel niet doorhadden. Deels verklaart dithet geringe effect van de instructie. Ten derde gingen we in de antwoordbladenvan de leerlingen van Groep III bij Toets 2 naof zij de gegeven tekeningen op de een of ande-re manier hadden 'bewerkt'; elke aanduidingop de gegeven tekening - hoe minimaal of hoerudimentair ook - werd als een 'bewerking'gescoord. Deze analyse bracht aan het licht datslechts 6% van de tekeningen bij de niet-proportionele opgaven door de leerlingen'bewerkt' werden. Ook dit gegeven suggereertdat de leerlingen over het algemeen weinig ofgeen aandacht besteedden aan of gebruikmaakten van de gegeven tekeningen (vermoe-delijk omdat zij de moeilijkheidsgraad van deniet-proportionele items sterk onderschatten).Dit zou mede kunnen verklaren waarom ookPCDAcoaiscne

verwachte positieve effect van de aangebo-sTUDiiN den tekeningen uitbleef. Conclusie en discussie De eerste studie leverde overtuigende steunvoor de basishypothese dat de lineariteitsillusie 266 een heel sterke rol speelt bij 12-13-jarige leer-lingen die geconfronteerd worden met toepas-singsopgaven over lengte en oppervlakte vangelijkvormige figuren. Het uitermate geringeaantal correcte antwoorden van deze 12-13-jarigen op de niet-proportionele items roeptevenwel onmiddellijk de vraag op hoe sterkdeze illusie nog zou zijn bij leerlingen dieouder zijn en over een veel grotere 'vakinhou-delijke bagage' beschikken om deze illusie teoverwinnen. Daarom werd het eerste onder-zoek hernomen bij een groep 15-16-jarigen. Studie 2 Ondenoeksopzet en -materiaal Het tweede onderzoek werd uitgevoerd op heteinde van het schooljaar 1995-1996 in hetzelf-de lyceum van de eerste studie. Alle 222 leer-lingen van het vierde leerjaar van deze secun-daire school namen eraan deel. Deze leeriingenvolgden een

brede waaier van studierichtingenvan het algemeen secundair onderwijs. Op basis van een aantal beschikbare gege-vens over de leerlingen werden zij direct in driegelijkwaardige groepen ingedeeld: Groep I(waarin de leerlingen geen speciale aanwijzin-gen of hulp kregen), Groep II (waarin de leer-lingen de instructie kregen om telkens eerst eentekening te maken) en Groep III (waarin bij elkitem een correcte tekening werd aangeboden)-Voor een gedetailleerde beschrijving van dedrie groepen zie De Bock, Verschaffel en Jans-sens, 1996. Voor het vervolgonderzoek werden dezelf-de 12 experimentele items gebruikt als in stu-die l,(zie Tabel 1). Ook de wijze waarop dstoets werd afgenomen, de vormgeving van deantwoordbladen, de scoringswijze van de ant-woorden en de procedure voor de data-analysebleven onveranderd. De voorspellingen die aande basis lagen van studie 2 waren dezelfde alsdie van de eerste studie. Alleen veronderstel-den we - in verband met de eerste hypothese -dat 15-16-jarigen

globaal genomen minderzouden 'lijden' onder de lineariteitsillusie dande 12-13-jarigen, en dus betere resultaten zou-den behalen op de niet-proportionele items-Men mag immers niet vergeten dat het leerplanwiskunde voor het derde en vierde jaar van hetsecundair onderwijs ruimschoots aandacht



??? besteedt aan kennis en vaardigheden behulp-zaam voor het oplossen van dit soort toepas-singsopgaven (verkenning van de meetkundeVan het vlak, studie van niet-Iineaire verban-den, ...). Resultaten Tabel 3 geeft een overzicht van het percentagecorrecte antwoorden voor de drie groepen van15-16-jarigen (I, II en III) voor de proportione-le en de niet-proportionele items over vierkan-ten (V), cirkels (C) en grillige figuren (G). Tabel 3 . ....." ?œSiJ^S l'ercentage correcte antwoorder) in de drie groepen^S-16-Jarigen op de verschillende soorten proportio-"e/e en niet-proportionele items Proportionele Niet-proportionele items items V C G V C G 91 97 97 26 11 1 89 91 97 26 20 5 89 93 97 39 21 7 De eerste hypothese werd bevestigd. EenVariantie-analyse bracht wederom een zeersterk hoofdeffect van de taakvariabele 'Propor-tionaliteit' aan het licht (F(l,219) = 1591.635;MSE = .484985; p < .01): voor de drie groepensamen bedroegen de percentages van correcteantwoorden op de proportionele en de niet-Proportionele

items resp. 93% en 17% (te ver-S^lijken met resp. 92% en 2% in studie 1). Eenvariantie-analyse waarin de resultaten van stu-d'e 1 en 2 te zamen betrokken werden, bracht -Zoals verwacht - een significant interactie-affect aan het licht tussen de factoren 'Leeftijd'Â?n 'Proportionaliteit' (F( 1,340) = 25.334; MSE~ -362244; p < .01): enkel de stijging van hetAantal correcte antwoorden op de niet-propor-t'onele items van het eerste naar het vierdejaar^as significant (op het 1% niveau). De hypothese over de verwachte positieve'nvloed van de tekeningen werd wederom nietbevestigd. De globale percentages correcte ant-^voorden voor de groepen I, II, en III lagen wel-iswaar in de verwachte richting - nl. respectie-velijk 54%, 55% en 58% -, maar de onderiingeVerschillen waren opnieuw te klein om een sig-nificant hoofdeffect op te leveren van de varia-â€?'ele 'Groep'. Zoals voorspeld in de derde hypothese enovereenkomstig de resultaten van de eerste stu-die, was de aard van de figuur wel van belang.De variantie-analyse bracht

immers een signi-ficant hoofdeffect voor deze taakvariabele aanhet licht (F(2,438) = 24.667; MSE = .157318;p < .01). De globale percentages correcte ant-woorden voor de V-, C- en G-items lagen in deverwachte richting (resp. 60%, 56% en 51%),en uit aanvullende LSD-tests bleek dat alleonderlinge verschillen significant waren (ophet 1% niveau). Bovendien werd er een inter-actie-effect gevonden tussen de taakvariabelen'Proportionaliteit' en 'Figuur' (F(2,438) =69.574; MSE =.119697-, p < .01). De percenta-ges correcte antwoorden op de niet-proportio-nele items lagen in de verwachte richting (resp.30%, 17% en 4% voor de V-, C- en G-items),terwijl we - enigszins tot onze verrassing -vaststelden dat de percentages van correcte ant-woorden op de proportionele items helemaal inde omgekeerde richting gingen (resp. 90%,94% en 97% voor de V-, C- en G-items). Aan-vullende LSD-tests brachten aan het licht datvoor de niet-proportionele items alle onderlin-ge verschillen significant waren (op het 1%niveau), terwijl bij de

proportionele itemsenkel het verschil tussen de V- en de G-itemsen tussen de V- en de C-items significant was(op het 1%, resp. 5% niveau). Het vastgesteldehoofdeffect van de aard van de figuur was dusuitsluitend te wijten aan de geconstateerde ver-schillen bij de niet-proportionele items. Aanvullend beschrijven we - zoals bijstudie 1 - enkele bijkomende onderzoeks-gegevens in verband met het gebruik van teke-ningen in het oplossingsproces van de niet-proportionele items. Door het groter aantalzelfgemaakte en/of bewerkte tekeningen bij encorrecte antwoorden op de niet-proportioneleitems in studie 2 was het mogelijk om na tegaan in hoeverre er een rechtstreeks verbandwas tussen tekening en antwoord en toetstenwe de (on)afhankelijkheid van beide variabe-len met behulp van een x^-toets. Uit detoetsen bleek dat de nulhypothese in de driegroepen kon worden verworpen (op een signi-ficantieniveau van 1%). Hieruit blijkt dus datzowel het (al dan niet spontaan) maken van eentekening als het effectief gebruik

maken vaneen gegeven tekening de kans verhogen op hetontdekken van de onjuistheid van een stereo-tiepe, lineair proportionele redenering bij een 267 PEDAGOGISCHB STUDI?‰N



??? niet-proportioneel item en bijgevolg ook op hetvinden van de correcte oplossing. Anderzijdsblijkt uit deze analyse ook dat men het effectdaarvan ook niet moet overschatten: het makenof gebruiken van een tekening zorgt er in geengeval voor dat men de juiste oplossing gega-randeerd vindt. Doordat de 15-16-jarigen al wat meer cor-recte antwoorden gaven op de niet-proportio-nele items, was het ook mogelijk om via deanalyse van de leerlingnotities te onderzoekenwelke van de drie eerder beschreven oplos-singswegen - de methode van het 'betegelen',de weg van het gebruiken en uitrekenen van demeetkundige formule of het toepassen van hetalgemene principe - door de leerlingen hetmeest gevolgd werd. Vastgesteld werd dat hettoepassen van de relevante meetkundige for-mule veruit de meest gebruikte aanpakstrategiewas. Voor het niet-proportioneel item rond eenvierkante figuur uit Tabel 1 betekent dit deoppervlakte van beide vierkanten effectiefberekenen (200 x 200 = 40 000 m^ en 600 x600

= 360 000 m^) en vervolgens de uitkomstbepalen van de deling 360 000 : 40 000, nl. 9.Negentig procent van de leeriingen die dit itemcorrect beantwoordden, pasten deze tweedeoplossingsvariant toe (soms in combinatie met?Š?Šn van de andere methoden); 'zuivere' toepas-singen van de eerste en de derde oplossings-methode troffen we slechts in respectievelijk7% en 3% van de gevallen aan. Vooral hetgeringe aandeel van de - hier toch voor de handliggende - betegelingsstrategie was verrassend.Eigenlijk is 'betegelen' een zeer eenvoudige,context-gebonden strategie, waarvoor in feiteweinig of geen 'schoolse' wiskundekennis ver-eist is. Dat zo weinig leerlingen van deze voorde hand liggende informele strategie gebruikmaakten, houdt wellicht verband met het in talvan onderzoeken vastgestelde denkbeeld('belief) bij vele leerlingen en studenten dathet oplossen van een wiskundig probleemvooral een kwestie is van het vinden en toepas-sen van de juiste formule (Schoenfeld, 1992;Verschaffe! & De

Corte, in press). Discussie De enorm sterke negatieve invloed van delineariteitsillusie op het oplossen van toepas-singsopgaven over lengte en oppervlakte vangelijkvormige vlakke figuren, komt als belang-rijkste conclusie uit dit onderzoek naar voren.Bij de 12-13-jarigen was het effect van dezeillusie ronduit overweldigend, maar ook 15-16-jarigen bleken er nog in zeer sterke mate doorte worden be??nvloed. Bij geen van beide groe-pen studenten was er een effect van zelf-gemaakte of aangeboden tekeningen, al gavende resultaten bij de 15-16-jarigen wel aan dathet effectief (gebni??k) maken van een tekeningde kans op het vinden van de juiste oplossingbij dit soort vraagstukken verhoogt. De vraagof de gevonden sterkte van de lineariteitsillusietypisch is voor vraagstukken rond gelijkvormi-ge meetkundige figuren dan wel bij andersoor-tige toepassingsopgaven even sterk is, kan opbasis van de twee gerapporteerde studies uiter-aard niet beantwoord worden. Daar\'oor is ver-der onderzoek vereist waarin

de relatieve sterk-te van de lineariteitsillusie nagegaan wordt bijverschillende categorie??n van probleemsitu-aties. Het foutief denkproces dat bij de leeriingentot de foutieve antwoorden op de niet-propor-tionele items heeft geleid, is eenvoudig teomschrijven: deze leeriingen volgden eenlineair proportionele redenering in probleem-situaties waarvoor dit ongepast was. Dit brengtons echter bij de vraag welke aspecten van ofelementen uit de kennisbasis van deze leerlin-gen leidden tot deze verkeerde denkweg-Waarschijnlijk gaat het om meerdere, sterk aanelkaar gerelateerde elementen zoals: (1) tekor-ten in de vakinhoudelijke conceptuele kennis-basis van de leerlingen (zoals hun gebrekkigekennis van het begrip 'recht evenredigheid'). (2) gebrekkige beheersing van waardevolleheuristieken (zoals het maken van een aan-schouwelijke voorstelling van de probleem-situatie in de vorm van een schets of tekening). (3) ontoereikende metacognitieve vaardighe-den (zoals de vaardigheid in het vooraf plannenen

het achteraf controleren van de 'uitvoerendehandelingen') en (4) allerlei inadequate denk-beelden ('beliefs') in verband met het oplossenvan wiskundige problemen (zoals het denk-beeld dat het oplossen van een vraagstuk nooitmeer dan een paar minuten in beslag neemt, ofde opvatting dat het oplossen van een vraag-stuk altijd neerkomt op het toepassen van eengekende formule) (zie Verschaffe! & De Corte. 268 PCDACOGtSCHE



??? Literatuur in press). In de toekomst zullen we trachten om-- o.a. via individuele interviews - een duidelij-ker beeld te krijgen van de bijdrage van en wis-selwerking tussen al deze kennisaspecten in hettot stand komen van het beschreven foutievedenkproces van de leerlingen bij niet-propor-tionele opgaven. Een volgende vraag voor verder onderzoekis welke aspecten van het huidige wiskunde-onderwijs mede verantwoordelijk zijn voor hetontstaan en de ontwikkeling van de lineariteits-illusie bij leerlingen. Een plausibele verklaringhiervoor is dat het wiskundeonderwijs te een-zijdig de aandacht richt op rekentechnischeaspecten en stereotiepe voorstellingswijzenVan proportionele relaties, terwijl de geschikt-heid van een lineair model voor een gegevenprobleemsituatie (bijv. in concurrentie metandere wiskundige modellen) maar zelden hetVoorwerp van reflectie en discussie uitmaakt(Greer, 1993; Verschaffel & De Corte, 1996).I^och ook dit dient nader onderzocht te wordenin constaterend onderzoek waarin de prestatiesen

moeilijkheden van leerlingen uitdrukkelij-ker gerelateerd worden aan kenmerken van hetwiskundeonderwijs dat ze tot dan toe gevolgdhebben. Tenslotte rijst de zeer belangrijke vraag hoe"len leeriingen beter dan thans het geval is kanbehoeden voor en/of wapenen tegen de valstrikVan de lineariteitsillusie, zowel in het algemeenals in het bijzonder bij problemen over lengteen oppervlakte van gelijkvormige vlakke figu-ren. Met het oog op het beantwoorden van dezeVraag zal er gewerkt moeten worden aan deOntwikkeling en evaluatie van nieuw instruc-tiemateriaal. In dit materiaal zal in elk gevalt^imschoots aandacht moeten worden besteedaan het leren wiskundig modelleren, d.w.z. aanhet opstellen en het in vraag stellen van eenWiskundig model voor een gegeven situatie;Ook de interpretatie van de uitkomsten in hethcht van een toegepast model zal daarbij een'belangrijk aandachtspunt moeten vormen(Greer, 1993; Verschaffel & De Corte, 1996).Waardevolle bouwstenen daarvoor zijn te vin-den in een aantal oudere en

meer recente vak-didactische publicaties (zie bijv. Feys, 1995;Groupe d'Enseignement Math?Šmatique, 1994;^GTM, 1994; Streefland, 1984; Treffers,1987). Bert?Š, A. (1993). Math?Šmatique dynamique. Paris:Nathan. De Bock, D., Verschaffel, L, & Janssens, D. (1996). Delineariteitsillusie: een exploratief onderzoek.(Intern rapport). Leuven: Centrum voor Instruc-tiepsychologie en -Technologie/DepartementDidactiek, K.U.Leuven. Feys, R. (1995). Meten en metend rekenen. In L. Ver-schaffel & E. De Corte (Eds.), Naar een nieuwereken/wiskundedidactiek voor de basisschool ende basiseducatie. Deel 3: Verder bouwen aangecijferdheid (pp. 99-135). Brussel/Leuven: Stu-diecentrum Open Hoger Onderwijs (StOHO)/Acco. Freudenthal, H. (1983). Didactical phenomenologyof mathematical structures. Dordrecht: Reidel. Greer, B. (1993). The modeling perspective onwor(l)d Problems. Journal of MathematicalBehavior, 12, 239-250. Groupe d'Enseignement Math?Šmatique (1994). Dequestion en question. Math?Šmatiques 2.
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