
??? A. TREFFERS Vakgroep Onderzoek Wiskundeonderwijsen Onderwijs ComputercentrumRijksuniversiteit, Utrecht Samenvatting De kernvraag luidt of algemene onderwijs-leertheorie??n ook zonder meer als construc-tie-theorie??n voor rekenen-wiskunde kunnenfungeren. Aan de hand van de theorie vanGal'perin en de leergang staart delen wordtaangetoond dat niet zozeer de algemeneonderwijs-leertheorie alS Svel de basisconcep-tie over wiskunde en wiskunde-onderwijsgrotendeels bepalend is voor het ontwikkeldeonderwijs-produkt. De basisconcepties blij-ken namelijk in hoge mate de vakinhoudelij-ke of logische analyse te bepalen en daarmeede grote lijn van de leergangen of te welmacro-structurering van het onderwijs. Bijhet ontwikkelen van onderwijs zal men dusde basisconceptie over het betreffende on-derwijsgebied moeten expliciteren en verant-woorden, en zich niet louter tot een psycho-logische analyse bepalen, zo luidt onze slot-

som. Nu blijken de bekende analysemetho-den van algemeen onderwijs-leertheoretischeoorsprong in het algemeen weinig ruimtevoor diepgaande logische analyses te laten.Om die redenen wordt op een analyse-methodiek gewezen die meer specifiek op hetreken-wiskundeonderwijs is toegesneden, endie een meer fundamentele opvatting overwiskundeonderwijs toelaat bij het ontwikke-len van onderwijs. 1 Inleiding Men kent in onderwijs-leertheoretische krin-gen grote invloed toe aan algemene theoreti-sche concepten bij het samenstellen'van les-sen en het ontwikkelen van onderwijs.Het constructieve element wordt dan als vervolg gezien op een of andere vorm vananalyse, aangeduid als: - taakanalyse (Gagn?Š); - vakinhoudelijke en psychologische analy-se (Gal'perin); - logische en psychologische analyse (Davy-dov); - of rationele en empirische analyse (Res-nick). Talloze Nederlandse MO- en doctoraal-scripties dragen titels als: 'Optellen en af-

trekken onder de 20 volgens Davydov', 'Eenleergang oppervlakte volgens Gal'perin','Meten volgens Gagn?Š, .... Achter dergelijketitels gaat de (vaak niet ge??xpliciteerde) op-vatting schuil dat verschillende theoretischeconcepten verschillende onderwijsproduktenopleveren. Of omgekeerd dat fundamenteelverschillende onderwijsarrangementen nietaan een en dezelfde onderwijs-leertheoreti-sche bron kunnen ontspringen. Zo tekendeDe Klerk naar aanleiding van een opdrachtaan onderwijs-leertheoretici om een optica-les samen te stellen, het volgende op: 'Metstijgende verbazing vernamen de toehoor-ders dat, ofschoon de theoretische uit-gangspunten totaal verschillend zijn, de uit-werkingen van de lessen opmerkelijk veelovereenkomsten vertoonden' (De Klerk,1982, p. 520). In dit artikel proberen we de vraag tebeantwoorden of algemene onderwijs-leertheorie??n met bijbehorende analyse-methoden ook inderdaad (voldoende) hou-vast bieden bij

het ontwikkelen van lessen enleergangen. Zijn dergelijke theorie??n alsconstructie-theorie??n t? gebruiken? Met an-dere woorden: zijn uit die theorie??n hande-lingsregels af te leiden voor het ontwikkelenvan leergangen voor bijvoorbeeld cijferen,oppervlakte of breuken? En zo niet, is er daneen alternatieve strategie voor het ontwikke-len van onderwijs voorhanden? We stellen deze kwestie hier mede aan deorde vanwege de actualiteit ervan voor hetontwikkelen van courseware (programma-tuur) dat thans in brede kring wordt aange-vat. Analyseren en ontwikkelen van reken/wiskundeonderwijsvanuit twee verschillende basisconcepties 14 Pedagogische Studi??n Pedagogische Studi??n 1986 (63) 14-25



??? 2 Twee onderwijsconstructies omkleeddoor ?Š?Šn algemene theorie Wat De Klerk registreerde bij een optica-Iesconstateerden wij bij het cijferen, namelijkdat men vanuit verschillende theoretischeuitgangspunten tot dezelfde onderwijsopzetkan komen (Treffers, 1982). Omgekeerd ishet mogelijk dat men vanuit ?Š?Šn algemeneonderwijs-Ieertheorie tot fundamenteel ver-schillende onderwijsconstructies geraakt. Wezullen dit nu trachten aan te tonen aan dehand van het cijferen i.e. de staartdeling. Defundamenteel verschillende leergangen diedaarvoor zijn ontwikkeld, zijn eerder in dittijdschrift beschreven (Treffers, 1982). Enwe kiezen daarbij Gal'perins theorie over detrapsgewijze vorming van mentale handelin-gen als relatief bekende onderwijs-Ieer-theorie. 2.1 Ge??soleerd cijferend delen volgens pro-gressieve compliceringBij het ge??soleerde cijferende delen staat hetcijferen los van handig en toegepast rekenen.Vandaar de typering 'ge??soleerd'. En de

aan-duiding 'progressieve complicering' slaat opde opbouw van de leergang. Deze wordt ge-kenmerkt door het feit dat de 'kale' rekenop-gaven geordend zijn naar opklimmendemoeilijkheid. De clusters van soortgelijkesommen kunnen bijvoorbeeld als volgt in hetgelid worden geplaatst: eerst 18 : 3, dan 256: 4, vervolgens 840 : 20, en 1924 : 26, tot93875 : 324. Daarbij wordt steeds per deelge-val naar de standaardvorm van de staartde-ling toegewerkt. Soms worden zelfs tiental-len deelgevallen onderscheiden, geordendnaar opklimmende grootte van deeltal en de-ler, gecombineerd met nullen en zonder nul-len in opgave en antwoord, al dan niet meteen restgetal. In de inzichtelijke variant wordt in destartfase per deelgeval van inwissel-materiaalgebruik gemaakt, dat verdeeld of opgedeeldwordt. Maar volgens de mechanistische aan-pak wordt uitsluitend op papier gewerkt. 2.2 Ge??ntegreerd cijferend delen volgensprogressieve schematiseringDe leergang

staartdelen volgens progressieveschematisering ontwikkelt zich geleidelijk uithandig en steeds handiger rekenen. Re??leproblemen spelen een dominerende rol bijzowel het ontwikkelen van de staartde-lingsprocedure als het toepassen ervan. Er wordt met een elementair probleem vaneerlijk delen gestart, bijvoorbeeld: '342 stic-kers worden onder 5 kinderen verdeeld, hoe-veel krijgt ieder?' In de eerste fase van de leergang voeren deleerlingen het verdelen concreet uit via ?Š?Šn-voor-?Š?Šn uitdelen; tegelijkertijd noteren encontroleren ze het resultaat. De langdradigeen onhandige ?Š?Šn-voor-?Š?Šn werkwijze komtdaarbij ter sprake. In de tweede fase worden er grotere portiesuitgedeeld en de stand wordt in een soort de-lingsschema bijgehouden (zie Figuur 1). ag =_ 1.30 Ml -ia - 30 lO ^ Â?O Â?p I* a?? X> io 3 t?Ÿ Â?8 vS Â??–^ S s TSr 13> Figuur 1 Verdelingsschema In de derde fase noteren de kinderen nogmaar ?Š?Šn kolom (de porties zijn immers

tochgelijk) en ze werken aan een steeds verder-gaande verkorting van de staart. Honderd-tallen, tientallen en eenheden worden bij hetverdelen en opdelen zoveel mogelijk samen-genomen. In het voorbeeld van Figuur 1 be-tekent dit dat in de ene overblijvende kolomdirect 60 en daarna 8 worden uitgedeeld engenoteerd: 60 5/342\3004240 68 Het probleem van het restgetal wordt medein relatie met de zakrekenmachine be-schouwd ('Hoe bepaal je uit het kommagetaldat in het rekenvenster verschijnt het restge-tal?'). Ook wordt voortdurend aandacht besteedaan het zelf construeren van verhaaltjessom- 15 Pedagogische Studi??n



??? men bij kale rekenopgaven ('6394 : 12; be-denk een verhaaltje zodanig dat de uitkomst532 is'; idem met als uitkomst 533; idem532^; ...). Over de onderwijsresultaten van deze ge??n-tegreerde werkwijze in vergelijking tot detraditionele ge??soleerde aanpak zullen we hetlater hebben. 2.3 E?Šn theoretische omkleding: Gal'perinsconcept Nu zal blijken dat beide geschetste leergan-gen door de onderwijstheorie van Gal'perinomkleed kunnen worden. Volgens de trapsgewijze onderwijs-procedure van Gal'perin moet iedere nieuwementale handeling worden voorbereid dooreen handeling op materieel en gemateriali-seerd niveau, die reeds alle essenti??le trekkenbevat waarop men zich ook bij de uitvoeringvan de mentale handeling baseert. Door dezeweerspiegeling van de kern-elementen opverschillende niveaus van uitvoering kunnende leerlingen zich van meet af aan op de cij-ferhandelingen ori??nteren. Bij het cijferen volgens progressieve com-

plicering vindt de verinnerlijking en verkor-ting van de handelingen met concreet ofschematisch voorgesteld materiaal steeds perdeelgeval plaats. De fasering naar de eind-handeling van de standaard procedures is indit cyclische proces zeer kort. De andere pa-rameters die Gal'perin aan handelingen toe-kent, te weten de graad van de algemeenheid,de mate van verkorting en de beheersings-graad manifesteren zich hier als volgt. De al-gemeenheid heeft betrekking op de procedu-res per deelgeval. De kenmerkende bestand-delen ervan behouden ook in de meer com-plexe gevallen hun geldigheid. De verkortingvindt steeds per deelgeval plaats en voltrektzich zeer snel: de overgang van het inleidendehandelen met positie-materiaal (zo dat alplaats vindt) naar de definitieve uitvoeringvan de algoritme geschiedt in een of enkelelessen. En de beheersingsgraad wordt stapvoor stap opgevoerd in een cumulatief pro-ces van inslijpen van deel-

procedurehande-lingen waaruit de algoritme is opgebouwd. 2 Doe wat met de retU a Op een wagon van een autotrein passen14 auto's. Er moeten 371 auto's vervoerd wordenHoeveel wagons zijn er nodig? Belangwekkend is echter dat ook het cijfe-ren volgens progressieve schematisering zichconform Gal'perins onderwijsprocedure vol-trekt. Zo liggen in het concrete uitdelen ennoteren van de porties bij het eerlijk verdelenexact de rekenhandelingen van de staartde-ling voorgetekend. Het kortingsproces is hieruitdrukkelijk object van onderwijs en looptals een rode draad door de leergang. Er issprake van een geleidelijk voortschrijdendeschematisering en verkorting van de reken-handelingen. De mate van algemeenheid isevenzeer een opvallende trek: de kinderenwerken vrijwel vanaf de start met relatiefgrote getallen, zij het zoals gezegd dat de wij-ze van oplossen eerst nog weinig verkortplaatsvindt. Daarnaast wordt de algemeen-heid op een andere

manier verzorgd, name-lijk met betrekking tot de toepasbaarheidvan de (staart-)deling. Dit blijkt onder meer uit de aandacht voordelingen met rest en de daaruit voortvloeien-de contextafhankelijke antwoorden. De be-heersingsgraad wordt verzorgd door het in-slijpen en onderhouden van de basisvaardig-heden - wat dit betreft is er geen verschil metde eerstgenoemde aanpak van het cijferen.Wel is het zo dat een minder hoge beheer-singsgraad van de vaardigheden in met namehet cijferend vermenigvuldigen 'uit hethoofd' van een ?¨?¨ncijfergetal met een meer-cijfergetal, nu niet direct tot een falen bij hetstaartdelen hoeft te leiden. Alleen de matevan verkorting wordt er ernstig door belem-merd. Samenvattend stellen we vast dat in het ge-val van de progressieve complicering Gal'pe-rins parameters van fasering en verkortingop de onderscheiden deelgevallen w??rdentoegepast, terwijl bij het cijferen volgensprogressieve schematisering de

genoemdekenmerken op de totale leergang inwerken.Bij dit ge??ntegreerde cijferen stofferen con- 16 Pedagogische Studi??n



??? textproblemen de ori??nteringsbasis. Als ge-volg daarvan krijgen de mate van algemeen-heid en de beheersingsgraad nu een bredereinhoud; ze raken niet alleen het cijferen maarook de toepasbaarheid van de cijferprocedu-res. 2.4 Conclusie en interpretatieUit een en ander mogen we concluderen datmen vanuit de algemene onderwijs-leertheorie van Gal'perin tot fundamenteelverschillende leergangconstructies van hetcijferen kan komen. Zelfs algemener: ditgeldt niet alleen voor het specifieke cijferenin relatie tot de theorie van Gal'perin. Inplaats van cijferen hadden we namelijk netzo goed oppervlakte of breuken of nog eenandere leergang kunnen nemen. En Gai'pe-rins onderwijstheorie had vervangen kunnenworden door die van Gagn?Š of Resnick - hetresultaat zou onveranderd zijn. Dat wil zeg-gen: er zouden fundamenteel verschillendeontwerpen van onderwijs te maken zijn on-der de koepel van een en dezelfde algemeneonderwijs-leertheorie.

Althans principieel,want in de praktische voorbeelden die de ge-noemde onderwijs-leertheoretici zelf geven,wordt steeds de sterk vaksystematisch be-paalde weg van de progressieve compliceringgekozen - maar daarover straks meer. Wellicht spreekt de meeste overtuigings-kracht voor deze stelling uit het feit dat on-derwijsprogramma's die vanuit ?Š?Šn algemeneonderwijs-leertheorie ge??nspireerd zijn, blij-ken fundamenteel te verschillen. Neem bij-voorbeeld Davydovs concept. Aan de ene zij-de staat het Utrechts Reken-Wiskunde Pro-gramiTia van Nelissen, Vuurmans e.a. dat opdeze theorie is ge??nt. Anderzijds is er hetOperel-programma van Wolters, Perrenete.a. voor het aanvangsonderwijs dat aan de-zelfde theorie-bron ontspringt. Welnu, dezeprogramma's verschillen fundamenteel: heteerstgenoemde is veel minder vaksystema-tisch bepaald dan het tweede; op deze twee-deling gaan we straks in. Hoe is iets dergelijks nu mogelijk? Wel,Gal'perin -

om ons nu maar tot hem te bepa-len - zou de fundamentele verschillen toe-schrijven aan verschillen in de logische ana-lyse. Een logische analyse die naar zijn op-vatting door de vakwetenschapper gemaaktmoet worden (Gal'perin, 1974, p.109). Met dit te stellen verschuift de zojuistgestelde vraag dan echter naar die van de lo-gische of vakinhoudelijke analyse: 'Hoe ishet mogelijk dat vakinhoudelijke analysestot zulke fundamentele verschillende uitwer-kingen kunnen leiden?' Het antwoord luidtsimpel: 'Omdat er zo fundamenteel verschil-lend tegen het "vak" wiskunde wordt aange-keken'. 3 Verschillende basisconcepties overwiskunde-onderwijs De logische analyse zoals door Gal'perin be-doeld, is er op gericht de essenti??le kenmer-ken van wiskundige begrippen, operaties enstructuren op te sporen. Bijvoorbeeld: watzijn de wezenlijke elementen van de staartde-lingsprocedure en het kunnen toepassen er-van op delingsproblemen. Gelet op het voorgaande

blijken op dezevraag twee antwoorden te worden gegeven.Deze nu vormen een concrete uitdrukkingvan twee meer algemene verschillen in opvat-ting over wiskunde en wiskundeonderwijs,waarover onder meer Freudenthal, Lakatos,Hilton en de Wiskobasgroep hebben geschre-ven. Aangezien deze twee basisconceptiesvan beslissende invloed blijken te zijn op devakinhoudelijke analyses en constructies,zullen we er nu kort enige aandacht aanbesteden. 3.1 Heuristisch versus deductivistisch on-derwijs Lakatos' befaamde boek 'Proofs and refuta-tions' (1977) heeft als ondertitel 'The logic ofmathematica! discovery'. In felle bewoordin-gen bestrijdt Lakatos het standpunt van deformalistische school dat deze logica de de-ductie zou zijn die als het ware door een ge-programmeerde Turingmachine zou kunnenworden uitgevoerd. Hij is het evenzeer on-eens met de visie als zouden wiskundige ont-dekkingen in het geheel geen logica bezitten,doch louter een

irrationeel proces zijn. Inbeide gevallen leidt dit tot een deductief,vaksystematisch opgezet onderwijs, dat incanonieke leerboeken wordt opgeslagenin het quoti??nt dat groter is dan tien.genschappen, bewijzen en ontdekkingen alshet ware uit de lucht komen vallen. Lakatosstelt zich dus teweer tegen de opvatting vanleerstellige wiskunde met zijn eeuwige en on- 17 Pedagogische Studi??n



??? aantastbare waarheden. Dit is wisicunde, zostelt hij, waarin het zoeken, het avontuur,het falen, zowel fylogenetisch als ontogene-tisch bezien, wordt weggestopt en waarin deweerlegging van het feilbare bewijs plaatsheeft moeten maken voor de onwankelbarestelling. En hij stelt tegenover de formele,vaksystematische mathematica de informele,quasi-empirische wiskunde. Aan deze wis-kunde als Produkt van menselijke activiteitligt een situationele logica, een heuristiek,een feilbare logica van de wiskundige proces-sen van het ontdekken ten grondslag, de logi-ca van 'proofs and refutations'. Lakatos stelt dan ook voor om de leerboe-ken zodanig te herschrijven dat de dialectiek,de groei van de wiskundige ontdekking er intot uitdrukking wordt gebracht. Een derge-lijk heuristisch uitgelijnd onderwijs volgtniet exact het verloop van de historische ont-staanswijze van de betreffende mathemati-sche begrippen, operaties en structuren,maar komt tot stand

via een rationele re-constructie van het ontstaansproces met hetoog op de lerende, zo luidt globaal Lakatos'gedachtengang. Het is duidelijk dat een logische analysevanuit vaksystematisch of deductivistischstandpunt gepleegd tot een andere uitkomstleidt dan die welke vanuit heuristische optiekwordt gemaakt - we gaan daar straks nogwat dieper op in. 3.2 Realistisch versus structuralistisch on-derwijs Hilton, de Wiskobasgroep e.a. duiden de be-schreven tweedeling aan met de termen struc-turalistisch en realistisch. Vanuit structura-listisch standpunt bezien is wiskunde eenschoolvak waarvan de inhoud uit de vakwe-tenschap is afgeleid. Een vak dat een com-pendium is van verworven structuren, con-cepten en denkwijzen. Zo bezien is wiskunde'af', het is een voorgetekende structuur, eenvoltooid bouwwerk, iets dat je aantreft enwat verder op het onderwijsniveau geen na-dere explicatie behoeft. Denkend vanuit datgegeven produkt is het de taak van

de onder-wijsleerpsychologie te onderzoeken hoe men-sen die begrippen leren (gebruiken en toepas-sen) en hoe het complex van cognitieve struc-turen waarin de wiskundige kennis vervatligt, moet worden onderwezen. De lijn vanafleiding voor onderwijsontwikkeling looptvan de theoretische structuur van de vakwe-tenschap via de cognitieve structuur van deexpert langs de te ontwikkelen inhoudelijkeleerstof-structuur naar de actuele en beoogdecognitieve structuur van de leerling. Daarbijwordt de vaksystematische ordening van deleerstof in diepste grond niet ter discussiegesteld, aldus het structuralistische stand-punt. In het realistische wiskunde-onderwijsdaarentegen wordt de vaksystematische or-dening niet als onaantastbaar beschouwd.Wiskunde wordt hier primair als een mense-lijke activiteit gezien, die op iedere leeftijd enop ieder niveau tot (on-)volwaardige wiskun-dige denkprestaties en (feilbare) produktenkan leiden. De aanduiding

'realistisch' ty-peert de gerichtheid van deze onderwijsaan-pak op de realiteit i.e. op contextproblemen.Deze kunnen namelijk, volgens deze concep-tie, de brugfunctie vervullen tussen het for-mele systeem en de realiteit waarop het vantoepassing is, of juister, de werkelijkheidwaaraan de wiskunde is ontsproten. Even-zeer kenmerkend voor dit wiskunde-onderwijs is de sterke nadruk die op hetconstructieve element wordt gelegd. Dat wilzeggen, de leerling wordt geholpen om viaeen geleidelijk constructie-proces van voort-schrijdende abstractie en formalisering wis-kundige kennis te verwerven. Anders gezegd:invoering in de meer formele wiskunde ge-schiedt vanuit de informele benaderingswij-zen die kinderen bij het oplossen van con-textproblemen hanteren, via een langlopendleerproces van progressieve mathematisering(Treffers en Goffree, 1985). Wat deze ori??ntatie op toepasbaarheid,constructie en geleidelijke verwiskundigingconcreet kan

inhouden blijkt bijvoorbeelduit de eerder geschetste aanpak van de staart-deling volgens progressieve schematisering. f 3.3 Nuancering van de tweedelingKijkend naar langlopende leerprocessen ennaar de grote lijnen die de verschillende leer-gangen traceren - zichtbaar gemaakt in deopeenvolging van opgaven en activiteiten -blijken er ruwweg twee fundamenteel ver-schillende basisconcepties over wiskifnde-onderwijs te bestaan. Deze worden, zoalshiervoor bleek, met wisselende termen aan-geduid. Omdat we hier vooral het accent opde globale leerstofordening leggen, vatten we 18 Pedagogische Studi??n



??? de betreffende dichotomie samen in de aan-duiding vaksystematisch bepaald versus niet-vaksystematisch bepaald wiskunde-onder-wijs. De eerder beschreven kenmerken van dietwee basisconcepties zullen nog verder ver-duidelijkt en genuanceerd worden aan dehand van het voorbeeld over delen en welspeciaal de staartdeling. Allereerst de vaksystematische aanpak.Welnu, vaksystematisch bezien komt delenna de trits optellen - aftrekken - vermenig-vuldigen; het is de inverse operatie van ver-menigvuldigen, dat op zijn beurt weer aanhet (herhaalde) optellen is gekoppeld, waar-van het aftrekken de inverse is. Die volgordevindt men in het onderwijs en in de leerboe-ken weerspiegeld: delen verschijnt als laatstevan de basisoperaties in het vervangsonder-wijs, de staartdeling sluit de rij van de cijfer-algoritmen in de middenklassen, en ook in debovenbouw bij kommagetallen en breuken isde deling het sluitstuk. Eerder is al beschreven dat de vaksystema-

tisch bepaalde aanpak van de staartdelingwordt gekenmerkt door de toenemende com-plicering van de opgaven, het direct aanstu-ren op de eindvormen van de algoritmen i.e.de standaardprocedures, en de toepassingenachteraf. Dit wat de globale structurering ofmacro-structurering van de leergang betreft,waarop het etiket 'vaksystematisch' past. Betrekken we echter daarbij ook hetmicro-niveau van het onderwijs op onderde-len van de leergang, zeg per les-eenheden,dan moet de algemene kenschets aanzienlijkworden verfijnd. Het maakt namelijk nogalwat uit of bijvoorbeeld in het geval van destaartdeling, de procedure 'blind' wordt aan-geleerd, of inzichtelijk met ondersteuningvan positie-materiaal. In het laatste gevalwordt de kennis van de leerlingen veel betergestructureerd, zodat er ook veel minderdeelgevallen onderscheiden hoeven worden.Gelet op dit belangrijke onderscheid, kan devaksystematisch bepaalde aanpak uiteenge-legd worden in een

mechanistische richtingen een structuralistische richting. En als mendan nog bedenkt dat in plaats van 'kunstma-tig' structureel positie-materiaal, ook na-tuurlijk positie-materiaal in de vorm vangeld, lengtematen of gewichten, kan wordengebruikt en ingebed in elementaire context-opgaven, dan wordt nog een derde richtingzichtbaar, de empiristische, die al sterke nietvak-systematische trekken kan vertonen (zieverde Treffers, 1984). Waaruit dan tevensnaar voren komt dat er geen sprake is vaneen scherpe tweedeling, maar veeleer van eenvloeiende lijn met tal van overgangsvormentussen de genoemde extremen. Nu het andere uiterste: de niet-vaksyste-matische aanpak. In deze opvatting vanwiskunde-onderwijs waarin men zich meeraan het re??le verschijnsel delen ori??nteertdan aan de vaksystematisch bepaalde plaatservan, is de genoemde volgorde optellen -aftrekken - vermenigvuldigen - delen hele-maal niet vanzelfsprekend als indeling envolgorde van

onderwijs. Men redeneert na-melijk als volgt: eerlijk delen is voor kinde-ren een re??el en aansprekend fenomeen. Uit-gaand van het eerlijk verdelen van objectenkunnen de relaties meer, minder en is-gelijkge??ntroduceerd worden. Via hoeveel meer ofminder komt het aftrekken in beeld. Het sa-mennemen van gelijke porties leidt tot her-haald optellen i.e. vermenigvuldigen. Kort-om, de vaksystematische ordening van de ba-sisoperaties hoeft niet strikt te worden ge-volgd. Anders gezegd: de vaksystematiek le-vert niet het enige, ja zelfs niet het meestvoor de hand liggende criterium voor deleerstofordening op - aldus luidt de gedach-tengang van de niet-vaksystematisch ge??nspi-reerde wiskunde-didacticus. En in de leer-boeken komt dit tot uiting, zoals gezegd, inde vroege introductie van (eerlij k)-delen. Bijde staartdeling blijkt de niet-systematische ofinformeel-systematische aanpak uit de toene-mende schematisering en verkorting van dewijze van oplossen

van delingsopgaven, hetpas op langere termijn aansturen op de stan-daardvormen, en het gebruiken van toepas-singen vooraf en tijdens, in plaats van alleenachteraf. De opgaven zijn niet alleen in re-kentaal gesteld en ze zijn van meet af aan be-trekkelijk complex. Dus al direct bij het oppervlakkig doorbla-deren van de leerboeken kan het genoemdeonderscheid gesignaleerd worden dat zich,zoals gezegd, met name in de macro-structurering van de leerstof en de onderwijs-activiteiten voordoet. In het volgende zullen de consequentiesvan deze basisconcepties nog wat nader wor-den uitgewerkt voor de logische of vakinhou-delijke analyses die zich voornamelijk op die 19 Pedagogische Studi??n



??? macro-structurering richten. 4 Twee soorten logische analyses 4.1. Vaksystematische logische analyseGagn?Š's taakanalyse past exact in het vak-systematische basisconcept. De startvraagvan de taakanalyse luidt: 'Wat moet een kindweten en kunnen om deze taak te kunnen uit-voeren, nadat het onderwijs heeft ontvan-gen?' (Gagn?Š, 1969). Deze analyse-vraagleidt bij Gagn?Š vervolgens tot het uiteenleg-gen van samengestelde taken in een hi??rar-chie van enkelvoudige taken die als deeltakenvan de complexe kunnen worden be-schouwd. Beheersing van de elementaire ta-ken vereenvoudigt het leren uitvoeren van demeer complexe taken, zo wordt gepostu-leerd. In zo'n leerhi??rarchie die Gagn?Š vooronder meer het cijferen heeft gemaakt, zietmen zijn cumulatieve leertheorie weerspie-geld: hoe lager in de leerstructuur des te meerelementair zijn de leertypen (Gagn?Š &Briggs, 1974). Kort gezegd gaat de taakana-lyse uit van een

vaksystematisch bepaaldeindprodukt van verworven begrippen enprocedures; het is een naar beneden vertaaldexpertgedrag. Resnicks rationele en empirische analyseverschilt in enkele belangrijke opzichten vandeze taakanalyse (Resnick, 1976; Resnick &Ford, 1981). Zij voert als belangrijkste be-zwaar tegen de taakanalyse aan dat deze teleerprodukt-gericht is. En zij stelt er een pro-cesanalyse naast waarin meer aandacht aanhet leerproces en de cognitieve structurenwordt besteed. Wat het cijferen betreft heeftResnick de relatie tussen de cijferhandelin-gen ('syntax') en het betekenisvol manipule-ren ('semantics') met positiemateriaal onder-zocht (Resnick & Ford, 1981; Resnick,1982). Maar - en dit is van essentieel belang- de vaksystematisch bepaalde leerstoforde-ning als geheel laat ze onaangetast: de ratio-nele procesanalyse richt zich op het psycho-logische micro-niveau van cognitieve repre-sentaties, en het macro-niveau van decurriculum-

ori??ntatie wordt door haar en an-dere onderwijs-leertheoretici uit deinformatie-verwerkingstheorie bewust buitenbeschouwing gelaten (zie de mededelingdaarover in Carpay, 1982, p.32; en zie ookCobb & Steffe, 1983). Het is wellicht juisterom te zeggen dat Resnick een impliciete ba-sisopvatting over wiskunde-onderwijs han-teert, die vaksystematisch of meer bepaald,structurahsatisch van aard is, hetgeen ondermeer uit haar onderzoek over cijferen blijkt. In het voorgaande werd er al op gewezendat Gal'perin de logische analyse aan de we-tenschappers toebedeelt. De consequentiehiervan is, net als bij Resnick, dat deonderwijs-leerpsycholoog de macro-structurering van de leerstof grotendeels uit-besteedt en weinig toegankelijk maakt voorpsychologisch onderzoek. Voor zoverGal'perin zelf logische analyses verricht(aanvankelijk getalbegrip, meetkunde, cijfe-ren) zijn deze vaksystematisch van opzet,met zowel mechanistische als structuralisti-sche

trekken. Davydov rekent de logische analyse wel totde taak van de onderwijs-leerpsychologie, enhij besteedt dan ook uitdrukkelijk aandachtaan de leerstof-opbouw. Men zou zelfs kun-nen zeggen 'dat Davydov te zeer gericht is ophet onderwijs-leerproces in curriculaire zinen het onderwijs-leerproces in micro-genetische zin verwaarloost' (Van Oers,1983, p.154). Zijn denkbeelden over de vorming vantheoretische begrippen voeren hem naar destructuralistische opvattingen van deBourbaki-groep. Anderzijds beroept hij zichbij de (dialectisch) logische analyse ook opde denkbeelden van Lakatos over rationeleprocesreconstructie van structuren en begrip-pen - Lakatos die zich nu juist sterk afzet te-gen Bourbaki! (Davydov, 1977, p.361). Bijzijn pogingen om de structuralistische enheuristische elementen te integreren, komtDavydov tot interessante maar aanvechtbareleerstofordeningen. Deze tonen de trekkenvan een vaksystematische ordening, zij hetdat

het dan om een zeer specifieke, om niette zeggen eigenaardig^ opvatting over wis-kunde gaat. Dit komt bijvoorbeeld duidelijktot uitdrukking in zijn idee??n over de alge-men kern van het getal, en de leergang voorde vorming van het getalbegrip die daaropge??nt is. Met name zijn gerichtheid op hetzoeken naar ?Š?Šn algemene ingang voor devorming van theoretisch getalbegrip leidt toteen generalisatie, unificatie en systematiekvan het aanvangsonderwijs welke vakinhou-delijk niet goed houdbaar is (zie voor een'bewijs' van de didactische aberraties. Tref- 20 Pedagogische Studi??n



??? fers, 1985). Maar daarvan afgezien, luidt dealgemene kritiek op Davydov 'dat de belang-rijke theoretische generalisaties nooit doorde leerlingen zelf geconstrueerd worden,maar dat deze hem aangeboden worden (zijhet meestal niet meteen in hun definitievevorm)' (Van Oers, 1983, p.146). Anders ge-zegd: de leerstofordening en de onderwijs-leeractiviteiten worden volgens een bepaaldesystematiek 'opgelegd'. Davydovs betrekke-lijk geringe belangstelling voor de wijzewaarop individuele kinderen zich bepaaldebegrippen toe??igenen moet dan ook vanuitdeze voorgestructureerde systematiek vanquasi-vakmatige aard worden begrepen. Enhoewel Davydov dus in zekere zin een tussen-positie inneemt ten aanzien van de eerder ge-schetste basisconcepties, hebben we zijn (dia-lectisch) logische analyse vanwege die strak-ke tracering van de macro-structurering vande leerstof toch onder het hoofd van de 'vak-systematisch bepaalde logische analyse' ge-

plaatst. 4.2 Voorlopig antwoord op kernvraag overconstructietheorie??n In de inleiding stelden we de kernvraag of al-gemene onderwijs-leertheorie??n met de bij-behorende analyse-methoden als constructie-theorie??n zijn te gebruiken. Na het voor-gaande over logische analyses, gezien tegende achtergrond van twee fundamenteel ver-schillende basisconcepties over wiskunde enwiskunde-onderwijs, luidt het antwoord opdie vraag dat het er van afhangt hoe men te-gen wiskunde aankijkt: vanaf structura-listisch standpunt gezien is het antwoord nietprincipeel ontkennend, maar uit realistischgezichtspunt beschouwd pertinent wel. Be-zwaren die in de (veelal vakdidactische) rea-listische hoek tegen algemeen onderwijs-leer-theoretisch (ontwikkelings-)onderzoek ge-hoord worden, voor zover dat op hetwiskunde-onderwijs betrekking heeft, rich-ten zich dan ook primair op de basisconcep-ties over wiskunde welke door de betrokkenonderzoekers worden

aangehangen. Dit blijkt bijvoorbeeld uit de reacties ophet inmiddels bekende boek 'The psychologyof mathematics for Instruction' van Resnicken Ford. In algemeen onderwijs-leertheoretische kring wordt dit werk hoogaangeslagen en als h?¨t standaardwerk voorrekenen-wiskunde beschouwd, hetgeen ookblijkt uit de veelal zeer gunstige recensies inde betreffende vaktijdschriften. Uit de vak-didactische hoek klinken veel terughouden-der geluiden, wat ook naar voren komt in deboekbesprekingen. Zo schrijft Schoenfeld(1983): 'But there is little mathematics here,as mathematicians see it and would like tosee conveyed in the classroom' (p.42). 'Theview of mathematics represented in "Thepsychology of mathematics for Instruction"is a travesty and to have that represent "ma-thematics for Instruction" would be devasta-ting' (p.45). Zeker bij het ontwikkelen van onderwijs,waarover dit artikel speciaal gaat, kan de ba-sisconceptie van wiskunde en wiskunde-onderwijs

niet buiten beschouwing wordengelaten. Met name de macro-structureringvan de leerstof houdt er direct verband mee.En aangezien de voornoemde algemeneonderwijs-leertheorie??n onvoldoende of on-juiste aangrijpingspunten voor de leerstofor-dening bieden - althans vanuit niet-vaksystematisch standpunt bezien - zal ernaar een alternatief gezocht moeten worden. De vraag is nu hoe zo'n andere benade-ringswijze eruit ziet. 4.3 Niet-vaksystematische logische analyseDe kenmerken van de niet-vaksystematischelogische analyse worden beschreven aan dehand van de staartdeling. We steunen daar-bij op wat in het voorgaande reeds is ge-schetst. Eerst een analyse van de beschikbare em-pirische gegevens als resultaten van de ge-bruikelijke onderwijsaanpak. Welnu, de staartdeling staat van oudsherbekend als de eerste grote hindernis in het re-kenonderwijs op de basisschool. E?Šn op dedrie leerlingen blijkt hem niet te kunnen le-ren, en bij wat

moeilijker delingssommen(bijv. met nullen in de uitkomst) struikeltzelfs meer dan de helft. En dan hebben wehet alleen maar over de typische procedure-fouten, zoals het niet opnemen van nullen inhet quoti??nt, het nemen van een te groot rest-getal, niet 'aanhalen', invullen van een getalin het quoti??nt dat groter is dan tien. Voorts blijkt dat kinderen lang niet altijdde delingsstructuur in toepassingsproblemenonderkennen of juist toepassen, met nameniet als er kommagetallen in het geding zijn.Ook de invloed van het restgetal op het ant- 21 Pedagogische Studi??n



??? woord in contextproblemen blijkt voor veleleerlingen problematisch. Kortom, de staart-deling blijkt zowel qua procedure op zich alsqua toepasbaarheid een lastig stukje onder-wijs te representeren: er wordt 60 tot 100 le-suren onderwijstijd aan gespendeerd en deopbrengst ervan is op zijn zachtst uitgedruktzeer matig. Nu zou men kunnen proberen om opmicro-didactisch niveau allerlei verbeterin-gen aan te brengen, met name door het latengebruiken van positiemateriaal en door meerinzicht te verschaffen in het positie-systeem.Er zijn echter allerlei redenen om deze 'struc-turalistische' oplossing als onvoldoend in-grijpende revisie te kwalificeren: de materia-lisering van de staartdeling is zeer lastig viaverdeling van positie-materiaal of anderszinsuit te voeren, de kwestie van de toepasbaar-heid van het delen in contextproblemenwordt er onvoldoende mee aangepakt, de re-sultaten van de inzichtelijke aanpak zijn wel-iswaar in deze

vaksystematische werkwijzebeter maar toch niet op alle onderdelen be-vredigend, en zo meer. Er zijn dus diverse redenen om naar eendiepergaande niet-vaksystematisch bepaaldeoplossing te zoeken. Een historische ori??ntatie leert dat onzehuidige staartdeling het resultaat is van eenproces van schematisering en verkorting, datin de loop van de geschiedenis plaatsvondbinnen achtereenvolgens de divisio ferrea, dedivisio aurea en de galeiendeling (Mennin-ger, 1958, p.138 e.V.). Dit historische feit nu, gevoegd bij de re-sultaten van het empirisch onderzoek, leidentot de volgende kernvragen waarin de eersteaanzetten van een rationele procesre-constructie in de zin van Lakatos vervat lig-gen: - Waarom zouden de standaard-algoritmen,zijnde eindprodukten, het uitgangspuntvan analyse moeten vormen en waaromniet het algoritmiseringsproces van sche-matisering en verkorting? - Wat is de reden dat het cijferen los vancontextproblemen wordt

aangeleerd, ter-wijl bekend is dat kinderen de algoritmen(als ze die al vaardig kunnen uitvoeren)lang niet altijd op de daartoe ge??igendeproblemen toepassen, maar informele,meer contextgebonden werkwijzen hante-ren? Positief beantwoord leidt een en ander toteen onderwijsconstructie waarin de informe-le werkwijze van kinderen bij het oplossenvan contextproblemen over delen, als hef-boom worden gebruikt om de formele proce-dure van staartdelen en het toepassen ervanaan te leren. Het leidend beginsel daarbij isdat van de progressieve mathematisering i.e.schematisering en verkorting. Hoe de logische analyse ten slotte in on-derwijs uitpakt, werd geschetst onder de titel'ge??ntegreerd cijferen volgens progressieveschematisering'. Ten slotte nog iets over de resultaten vandeze alternatieve aanpak van de staartdeling.Welnu, uit onderzoek van Rengerink (1983)blijkt, wat ook reeds uit de proefscholen vanhet Wiskobas-project bekend was, dat

destaartdeling nu geen obstakel meer hoeft tezijn. Meer dan negentig procent van de leer-lingen beheerst na 25 lessen reeds 'een' vormvan de staartdeling, zij het op verschillendeniveaus. Ook het 'herkennen' van de de-lingsstructuur in moeilijke gevallen gaat 'sig-nificant' beter dan in de traditionele onder-wijsaanpak. Ziehier hoe een niet-vaksystematisch ont-werp van onderwijs volgens het principe vande progressieve mathematisering werd gerea-liseerd. Analyse van onderwijs en onderwijs-resultaten en historische analyse, gecombi-neerd met de basisconceptie van wiskunde-onderwijs volgens welke 'men jonge lerendenin de gelegenheid moet stellen: om als hetware het leerproces van de mensheid te her-halen' (Freudenthal, 1984, p.9), leidde toteen fundamentele wijziging van de vaksyste-matisch bepaalde, traditionele onderwijsaan-pak die een belangrijke verbetering lijkt in tehouden. In ieder geval is het alternatief demoeite van het bestuderen

waard. En meer inhet algemeen zou men kunnen stellen dat demacro-structurering van het onderwijs deaandacht van ontwikkelaars en onderzoekersverdient, en dan met name de niet-vaksystematische opvatting daarover. Voor-beelden van analyses die tot dergelijk heu-ristisch, realistisch of constructivistisch on-derwijs leiden, treft men onder meer aan: - in het werk van Wertheimer (1959) als'pro-ductieve analyse, - bij Freudenthal (1984) als didactisch-fenomenologische analyse, - bij Lesh & Landau (1983) als idee-analyse 22 Pedagogische Studi??n



??? - en bij de Wiskobas-groep (Treffers, 1979,Streefland, 1980) als fundamenteelmathematisch-didactische analyse.Op de vraag of er een alternatief is voor devaksystematisch bepaalde analyse- enconstructiemethodieken uit de algemÂ?enonderwijs-leertheoretische hoek, luidt hetantwoord dus bevestigend. Zij het dat hethier niet zozeer om een 'algoritme' als welom een 'heuristiek' voor onderwijsontwikke-ling gaat. 5 Slotsom Hier is de grondstelling verdedigd dat menslechts op verantwoorde wijze wiskunde-onderwijs kan ontwerpen en ontwikkelenvanuit een goed gefundeerde en ge??xplici-teerde basisconceptie over wiskunde-onderwijs. Men mag tenminste eisen dat hetontwerp in eerste instantie houdbaar is tegenelementaire vakdidactische kritiek. Vele vande in de inleiding aangeduide studies zijndaar echter niet tegen bestand. Maar watwellicht nog ernstiger is: ook meer professio-neel ingericht en wijdverspreid onderwijs-ontwikkelingswerk in de vorm

van coursewa-re (zie Feys & De Moor, 1985) of een basis-schoolmethode (zie Freudenthal, 1985; Tref-fers, 1985) voldoet soms niet aan de meestelementaire vakdidactische standaarden. Een en ander is mede te wijten aan deovertuiging dat ontwikkelaars en onderzoe-kers uitsluitend op algemeen onderwijs-leertheoretisch kompas kunnen varen. Deopvatting van onderwijsvakpsychologie alsafgeleide van onderwijspsychologie; vanvakonderwijskunde als afgeleide van onder-wijskunde. Het idee dat je je heel snel in dewiskunde-onderwijskunde kunt inwerken alsje zelf behoorlijk wat wiskunde beheerst enalgemeen onderwijskundig goed op de hoog-te bent. Kortom, de gedachte dat je wiskun-de kunt ontwikkelen op basis van vaksyste-matische kennis plus algemeen psychologi-sche inzichten toegepast op dat vak. Uit het voorgaande is duidelijk, dat wijgeen scheiding tussen logische en psychologi-sche analyse voorstaan. Maar waar we hetonderscheid hier

toch handhaven, is dat omde reden dat daarin duidelijk tot uitdrukkingkan worden gebracht, dat de vakinhoudelij-ke of logische component een ge??ntegreerdonderdeel van het wiskunde-onderwijs uit-maakt, en die inhoud ook de neerslag vormtvan een proces van mathematiseren als men-selijke activiteit en niet louter een vaksyste-matisch geordend produkt is waar vakpsy-chologie en vakonderwijskunde geen enkelegreep op hebben. Nu zou het volstrekt onjuist zijn te stellendat iedere algemeen onderwijs-leertheore-tisch ge??nspireerde onderwijsontwikkelingvakdidactisch onder de maat is, omdat mende vakinhoudelijke component onvoldoendein het oog zou houden. In het Nederlandsetaalgebied geven de publikaties van bijvoor-beeld De Corte & Verschaffel (1985), Nelis-sen (1983), Van Eerde & Van den Berg (1983)die van oorsprong niet vak-didactisch geo-ri??nteerd zijn, van het tegendeel blijk. Enook uit het werk van bijvoorbeeldKohnstamm (1937) en

Van Gelder (1964)spreekt een grote zorg voor de vakinhoude-lijke kant van het reken-onderwijs. Maar inde vloed van de hedendaagse studies is eendergelijke gezindheid eerder uitzonderingdan regel, en dat stemt tot bezinning. Naar onze mening komt de lichtvaardig-heid waarmee de logische analyse als 'wie-des' wordt afgedaan, voort uit een na??eve op-vatting over wiskunde en wiskunde-onderwijs, of zoals Lakatos zegt, een autori-taire conceptie, hetgeen de idee van wiskun-de als een menselijke activiteit ernstigschaadt. Uit dat alles mag men overigens nietafleiden dat de vaksystematiek van de pro-gressieve complicering per se uit den bozezou zijn, maar wel dat ze niet onaantastbaaris en dat ze object van kritische doordenkingen onderzoek behoort te zijn. We vatten tenslotte de belangrijkste puntensamen: 1. verschillende basisconcepties leiden in hetalgemeen gesproken tot fundamenteel ver-schillende onderwijsconstructies; 2. dit kan van

verschillende algemene onder-wijsleertheorie??n niet gezegd worden, want 3. vrijwel alle theorie??n waarmee het vak-systematische onderwijs wordt gefundeerd,kunnen ook de niet-vaksystematisch bepaal-de realistische aanpak omkleden; 4. ergo: algemene onderwijsleertheorie??nvormen noch een concrete noch een volledigeori??nteringsbasis voor het ontwikkelen vanonderwijs; 23 Pedagogische Studi??n



??? 5. maar het zijn dus vooral de (vaak impli-ciete) basisconcepties, zeg de specifiekeonderwijs-leertheorie??n, die de concrete ont-wikkeling van het onderwijs in grote lijnenbepalen, zoals men in het voorbeeld van destaartdeling duidelijk kan waarnemen; 6. de wenselijkheid en houdbaarheid van deonderscheiden specifieke onderwijs-leertheorie??n (basisconcepties) en hun toe-passingen op verschillende deelterreinen, die-nen aan empirische gegevens getoetst te wor-den; 7. vooralsnog spreken de beschikbare feitenniet zonder meer voor de vaksystematischebasisconceptie, die in de algemeenonderwijs-leertheoretische beschouwingenzo'n belangrijke rol krijgt toegemeten; 8. om alle genoemde redenen achten wijwerkwijzen en opdrachten, die uitsluitendaanzetten tot het ontwikkelen van onderwijsop basis van algemene onderwijs-leertheorie??n en stoelend op een (impliciete)vaksystematisch bepaalde opvatting overwiskunde-onderwijs

wetenschappelijk discu-tabel; 9. positief gesteld: bij het verrichten vanontwikkelingsonderzoek zal men zich in deeerste plaats vak-onderwijskundig moetenori??nteren, dat wil zeggen, men zal een ratio-nale moeten maken: - ter explicitering van de theoretische voor-onderstellingen: - gebruik makend van wat bekend is; - en ter bevordering van de wetenschappelij-ke discussie; een rationale, waarin logische, psychologi-sche en empirische analyse-onderdelen ge??n-tegreerd zijn. Literatuur Berg, W. van den & D. van Eerde, De Kwantiwij-zer: diagnostisch instrumentarium voor hetreken-wiskundeonderwijs. In: E. de Moor(Ed.), Panamacursusboek I. Utrecht: SOL,OW&OC, 1983, 39-49.Carpay, J. A. M., Westeuropese benadering vanonderwijsleerprocessen. In: E. De Corte (red.),Onderzoek van onderwijsleerprocessen. Stro-mingen en actuele onderzoeksthema's, 's Gra-venhage: S.V.O., 1982, 28-36.Cobb, P. & L. P. Steffe, The constructivist resear-cher
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Treffers, A. 'Analysing and developing mathematics (arithmetic) instruction from two basic conceptions'.Pedagogische Studi??n, 1986, 63, 14-25. The crucial problem dealt with is whether general learning and teaching theories as such can function asconstruction theories. That of Gal'perin is tested by the development of courses in long division, and itis shown that based on such a theory fundamentally different courses can be developed.It appears that all what matters with a view on the factually developed instruction, is the specific basic con-ception of mathematics and mathematics education rather than the general learning-teaching theory. Suchbasic conception can globally lead to approaches which are, or are not, patterned on the systematics ofthe subject matter to be taught. The best known method of analysis, arosen from general learning-teaching theories, are of the first kind.Our plea is in favour of the second kind: more latitude for methods of analysis,

which are not patternedon the subject matter systematics, and where, rather than a prefabricated subject, mathematicsl is viewedas a human activity. Such a fundamental mathematical-didactical analysis should include a historica! com-ponent, a description of informal procedures developed by children in the domain under consideration,and the various possibilities to pass from the stage of informal methods to that of the formal ones. 25 Pedagogische Studi??n


