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Het PME (Psychology of
Mathematics Education)
Congres Antwerpen 1982*

Een impressie
Inleiding

Van 19 t/m 24 juli 1982 werd in Antwerpen op
‘!e campus van de U.LA. (Universitaire Instel-
ling Antwerpen) en de R.U.C.A. (Rijks Uni-
versitair Centrum Antwerpen) het zesde PME-
congres gehouden. Evenals in voorgaande ja-
Ten overschreed het aantal declnemers de hon-
derd ruimschoots en kwamen zij uit meer dan
een dozijn verschillende landen. Toch bedroeg,
!‘el aantal deelnemers beduidend minder dan
In 1981 toen een grote, Amerikaanse delegatic
van onderzoekers present was (Walters en
K,Emmt!, 1982). Nu echter was het aantal inge-
diende papers groter (resp. 60 en 84) evenals
het aantal thema's
Door deze grote aantallen en de organisatic
Van de presentaties in telkens vier parallelses-
Sies kunnen we niet meer geven dan een im-
Pressie. Daarbij zullen we soms genoodzaakt
Zjn te verwijzen naar de ‘Proceedings’, die ook
N weer vooraf beschikbaar waren (Vermandel
(ed.), 1982). Ook de PME 1981 zullen we in
onze beschouwingen betrekken. Enkele be-
langrijke aspecten van die conferentie waren:
~ het streven naar een cognitieve theoric voor
Efft wiskunde leren. Men plaatste accenten
1]:
~ de fasering in begripsvormingsprocessen,
het inachtnemen van (spontane) noties die
lerenden reeds van bepaalde wiskundige be-
grippen, operaties of structuren (kunnen)

Met dank aan H. ter Heege, J. ter Pelle, E. van

ossum, A, van Streun en M. Wolters voor hun
kritische kanttekeningen bij het verslag, waaraan de-
Z¢ kroniek mede werd ontleend.
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hebben. De kwestic van de mathematisch-

didactische analyse (kwesties als conceptu-

cle samenhang en conceptucle complexi-
teit). Ook dit keer bevatte de conferentie
clementen hiervan (Bell, 1982; Vergnaud,

1982);

— raadpleging van de historie van de wiskunde
vooral ook met het oog op historische leer-
processen die de ontwikkeling van de wis-
kunde markeerden (Cornu, 1982);

— op het punt van de ontwikkeling van de
lwalitatieve methoden van onderzock wer-
den eveneens vorderingen geboekt en ge-
rapporteerd. Bijvoorbeeld de methode van
‘mutual observation’ waarin de proefper-
soon als mede-observator bijdraagt aan een
eerste validering van geobscrveerde data
(Streefland, 1982).

Er waren vier plenaire lezingen, die betrekking
hadden op de PME: verleden, heden en toe-
komst (Skemp), wiskunde als menselijke cre-
atic (Papy), het functioneren van de hersenen
bij problemsolving en beschrijvingsmogelijk-
heden daarvoor (Kuijk) en over creatief den-
ken in de wiskunde (Hilton).

De presentaties in de parallelsessies hadden
betrekking op thema’s als concept formation,
problem—solving, language, proof and verifica-
tion of truth, methods of teaching, etc.

Achter deze meer algemene kaders ging een
veclheid van onderwerpen uit de wiskunde
schuil, zoals limiet, functie, raaklijn, variabele,
lineaire vergelijkingen, verhoudingen, tellenen
getal, percentage, etc.

Bij cen aanzienlijk deel van het gepresen-
teerde onderzoek werd de didactische compo-
nent veronachtzaamd, impliciet gelaten of deze
ontbrak zelfs volledig, zodat de relevantie er-
van voor de onderwijspraktijk betwijfeld moet
worden. De indruk kon gemakkelijk postvat-
ten dat diverse onderzockers gevlucht zijn in
algemene theoricén en dat dus niet zozeer de
verbetering van het wiskundeonderwijs (PME)
alswel het opdoen van ervaring met de ge-
volgde onderzoeksmethoden hun hoofddoel
was. Een dergelijke viucht in methoden draagt
ons inziens automatisch bij tot vergroting van
de theorie-praktijk-kloof.
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Het is daarom, dat in deze impressie de vi-
sickwestie centraal zal staan, dat wil zeggen de
visie op wiskunde-onderwijs die men bij de
presentatic van onderzoek op dit gebied ons
inziens dient te expliciteren, al was het alleen
maar omdat er op dit punt geen eensgezindheid
bestaat. Als leidraad voor onze impressie kie-
zen wij de plenaire lezing van prof. dr. Peter
Hilton, getiteld: ‘Creative thought in Mathe-
matics’. We zullen daarbij zowel op Hiltons
lezing zelf ingaan als op de bijdragen van an-
deren aan de conferentie.

Creative thought in Mathematics

Wat is wiskunde?

Hilton typeerde wiskunde als dynarmisch pro-
ces, als een activiteit, En de taal van de wis-
kunde? Is die niet heel specifiek? Is wiskunde
in feite geen bijzondere taal? Weliswaar sleept
wiskunde als dynamisch proces een wiskunde-
taalontwikkeling met zich mee, maar deze
brengt niet de essentie van de wiskunde als
activiteit tot uitdrukking, De wiskundetaal is
slechts ‘a key aspect of the technics of mathe-
matics’.

Interessant in verband met de wiskundetaal
was de bijdrage van onze landgenoot Neder-
pelt (1982). Hij ging in op de signaalfunctic en
-waarde van wiskundige taalelementen. Een
psychologisch belangrijke kwestie, die Neder-
pelt belichtte, waren de conflicten die kunnen
ontstaan tussen de betekenis van termen bin-
nen een wiskundige en een niet-wiskunde
context, of in verschillende wiskundige con-
texten, Dergelijke conflicten hebben dikwijls
iets persoonlijks omdat ze voortkomen uit
verschillende betckenissen, die het individu
aan zekere terminologic binnen verschillende
contexten toekent.

Het rekenen met (de ontwikkeling van) indi-
viduele noties, dient binnen een totaalvisie op
wiskunde en wiskunde-onderwijs zeker mee te
spelen. Het vormt een belangrijk onderdeel
van een mathematisch-didactische analyse, die
zich richt op macro-uitlijning en micro-uitwer-
king van het curriculum, omdat geobserveerde
leerprocessen tot het te analyseren materiaal
behoren.

Enkele kenmerken van wiskunde als dynamisch

proces
Hilton ging vervolgens in op een aantal ken-
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merken van de wiskundige activiteit. Hij ty-

peerde achtereenvolgens:

— abstraheren als het modelleren van de reali-
teit, wat ook binnen de wiskunde zelf ge-
beurt (voortschrijdende abstractie) met het
doel: ‘to get higher keys of modelling’;

— generaliseren als het werpen van nicuw licht
op een speciaal geval teneinde dit onder té
brengen in een wijder theoretisch verband.
Tegenover de generalisatie staat de specia-
lisatie. Hij lichtte een en ander toe met
voorbeelden uit de historische ontwikkeling
van de groepentheorie (voor geinteresseer-
den, die dit na willen gaan: het betrof onder
andere de stellingen van Fermat en La-
grange)';

— unificeren: het op dezelfde wiskundige noe-
mer zetten. Bijvoorbeeld een axiomastelsel
zocken voor een complex van meetkundige
verschijnselen. Dit kenmerk van de wiskun-
dige bedrijvigheid ‘has to do with the deeper
immanent features of mathematics’, aldus
betoogde Hilton. Er is een zekere overlap-
ping met generaliseren.

De wiskundige werkwijze veronderstelt een
diepgaande analyse van het werk dat anderen
reeds deden. Dit inspireerde tot nieuwe ont-
wikkelingen in de wiskunde. Lange perioden
van ‘deep thought’ gaan vooraf aan een ‘flash of
inspiration’. Zonder dat harde, langdurige
denkwerk kom je zeker niet tot nieuwe |, res-
pectievelijk verdiepte inzichten.

De beroepswiskundige heeft kennelijk zo'n
lange termijn van investering, zo'n langlopend
leerproces nodig om tot nicuwe of diepere in-
zichten te komen. Zou dat voor de leerlingen in
het onderwijs niet evenzeer gelden? Ook met
hen hebben we immers de bedoeling ze tot
nicuwe of diepere inzichten omtrent bepaalde
zaken te brengen??

Hilton lichtte een en ander weer toe aan de
ontwikkeling van de groepentheorie. Toen van
de commutatieve groepen ‘alles’ bekend was,
stimuleerde dit onderzoek van de nilpotente
groepen. Kennis van de eindige groepen be-
vorderde het onderzoek van de compacte
groepen. Dimensieproblemen in topologische
groepen werden opnieuw gesteld in groepen
van hogere dimensie (Poincaré).

De lezer(es) vraagt wellicht naar de zin van
een dergelijke opsomming van voorbeelden uit
de hogere wiskunde. De moraal is natuurlijk:
het een brengt het ander voort.

Laten we een parallel trekken met de on-




derwijskundige en onderwijspsychologische
estie van de leerstofsequentering. Terwijl
vakdidactieken voor wis-, matuur- en schei-
kunde aarzelend van de grond beginnen te ko-
Men en nog nauwelijks als afzonderlijke we-
tenschappelijke disciplines erkend zijn (en die
Status (wellicht) ook nog niet verdienen), is er
desondanks een vrij ruim bestand aan alge-
mene literatuur voorhanden omtrent de ma-
Cro-uitlijning van een curriculum (leerstofse-
Quentering, sequenteringsdimensies, e.d.).

In de voortschrijding van de wiskunde als
Wetenschap worden (en werden) algemene
cognitieve operaties als abstraheren, generali-
Seren en unificeren voltrokken aan wat a pos-
teriori speciale gevallen van abstractere meer
algemene structuren blijken te zijn.

In onderwijskunde en onderwijspsychologie
Meent men het buiten de eventuele sequente-
ringstheorieén van de vakdidactieken te kun-
Nen stellen en los daarvan algemene ‘theorieén’
t kunnen postuleren. Dit nu zet de zaken op
21]1_1 kop. Als abstraheren etc. algemeen men-
selijke cognitieve operaties zijn, dan is het stre-
\i(_:“ naar een algemene theorie van leerstofuit-
lijning ot mislukking gedoemd, omdat het
Materiaal genegeerd wordt, waarop de ge-
Noemde operaties voltrokken kunnen worden
om tot zo'n theorie te komen.

In een bepaalde vernieuwingsstroom van het
Wiskundeonderwijs en ook in veel onderzoe-
ken heeft men de neiging het harde voorden-
kwerk voor de leerlingen of proefpersonen
Over te slaan en maar plompverloren metiets te
beginnen, dat historisch gezien een langdurig
Voorafgaand abstractieproces vergde®. Onder-
Zoek dat z6 wordt opgezet heeft weinig beteke-
nis voor de ontwikkeling van het wiskunde-on-
derwijs en evenmin voor de ontwikkeling van
een psychologische theorie voor het wiskunde
cren,

Hilton hield zijn gehoor voor, dat veel van
Wat op elementair niveau aan wiskunde-on-
derwijs en -onderzoek gedaan wordt, nict g¢-
d_a_an zou moeten worden. Waar we mee bezig
Zijn is ‘conservators’ te produceren die ander-
half jaar na hun opleiding daaraan al niets meer
hebben, vanwege de produktgerichtheid. Het
onderwijs (en onderzoek) moet ingesteld zijn
Op verandering en de leerlingen leren daarmec
om te springen.

Verandering als studie-object, gestimuleerd
door voorafgaande studie van structuren (in
Verandering) brengt binnen de wiskunde

mensen op creatieve gedachten. Leerlingen en
studenten dienen deze voortdurende verande-
ringen eveneens te ervaren volgens Hilton. Of
dit nu bij groepstheoretische problemen is of
bij de overgang van natuurlijke getallen naar
breuken, of van het traditionele rekenen naar
het gebruik van de rekenmachine en de zak-
computer, dat doet er niet toe.
De problemen verschillen, maar de wer-
kwijze is steeds hetzelfde: systematische be-
wustwording van de dynamiek in wat reeds
bekend is, inspireert tot het poneren van
nieuwe problemen. Wiskunde is een proces,
niet een aaneenschakeling van trucs. Het
meest essentiéle in het dynamisch proces is
het zelf (kunnen) stellen van nieuwe pro-
blemen*.

Problem solving

Hilton waarschuwde in dit verband voor een
gevaar in de problem solving-mode, namelijk
het institutionaliseren van het feit dat het ‘pro-
blem’ steeds vooraf gegeven is, dat nog slechts
‘gesolved’ behoeft te worden door deze of ge-
ne.

Alle gepresenteerde onderzocken over pro-
blem solving gingen inderdaad it van de situ-
atie: problem — solver — solution, waarbij de
‘solver’ in zijn oplossingsproces geobserveerd
wordt.

De geboden problemen droegen steeds een
geisoleerd karakter. Een visie op het verband
met het curriculum op welk niveau dan ook
ontbrak. Wat wij bedoelen is problem solving
inherent aan een op mathematisch-didactische
gronden uitgelijnd curriculum of een belang-
rijke deelleergang daarbinnen®. Dan heeft men
kans, dat leerlingen zelf problemen gaan stel-
len®.

De Duitser Meissner (1982) stelde zich in dit
verband bescheiden op. Hij startte vanuit het
niet weten. Wel legde hij de leerlingen de pro-
blemen voor — bij gebrek aan een beter begin —
en registreerde hun oplossingsgedrag als eerste
stap op weg naar het krijgen van enige noties
omtrent problem solving. Deze erkenning van
het noodzakelijke cigen leerproces ontbreekt
nogal cens bij onderzoekers. Men zou kunnen
tegenwerpen dat het zelf stellen van problemen
door leerlingen tijdens hun leerprocessen in het
onderwijs een utopie is. Laat dat zo zijn, maar
daarmee is een opleiding tot ‘conservator’,
zoals Hilton het noemde, nog niet gerechtvaar-
digd.
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Tussenstand

Wiskunde als activiteit kenmerkt zich door
voortschrijdende abstractie, door generalisatie
en unificatie. Centraal staat het probleemop-
lossen waarbij problemen de uitlijning over
langere termijn markeren. In het langlopende
leerproces moet soms veel zwaar en hard werk
gedaan worden, veel energie geinvesteerd, dic
pas (veel) later soms uitkeert, met rente terug-
betaalt in de vorm van nieuwe, eigen vondsten,
niveauverhogingen, etc. Wiskunde als geheel
van systemen, a posteriori geordend, vertoont
een axiomatische opbouw.

Het was verfrissend — en van psychologisch
belang! — om van een wiskundige van formaat
die Hilton is, te vernemen dat het voltrekken
van wiskunde als dynamisch proces grof ge-
zegd, meer te karakteriseren is met het bedrij-
ven van empirische wetenschap.

Wiskunde Onderwijs

Onderzoek naar de psychologie van het wis-
kunde leren

De psychologie van het wiskunde leren is be-
langrijk, maar ook uitermate moeilijk, stelde
Hilton. Men moet niet alleen psycholoog zijn,
maar ook een diep inzicht hebben in de wis-
kunde als dynamisch proces. Het gaat er im-
mers om de wezenskenmerken van wiskundige
leerprocessen te achterhalen en te begrijpen.

Voor een elementair wiskundeprogramma
betekent dit — zo bleek tijdens de discussie —
dat men niet moet denken in afzonderlijke on-
derwerpen, doch veel meer vanuit de samen-
hang van verschijnselen. Het traditionele reke-
nen zou afgedaan moeten hebben, al was het
alleen maar omdat de gesuggereerde precisie
niet deugt. De waarde van het rekenen is — wat
Hilton betreft — al decennia geleden tot bene-
den nul gereduceerd.

Voor Hilton blijft er dus voor psychologisch
onderzoek naar het leren van wiskunde maar
€én visic overeind, namelijk de opvatting van
wiskunde als activiteit, als dynamisch proces.

Hiervan zijn de meeste deelnemers en pre-
sentatoren aan de conferentie echter nog mij-
lenver verwijderd.

We zouden aan de gehele conferentie onrecht
docn, wanneer we niet ook positieve geluiden
licten horen. Als tendens valt aan te merken de
toenemende mate, waarin men rekening houdt
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met de opvattingen, de noties van kinderen,
waarmee ze in leerprocessen stappen en voort-
gaan’.

Jammer is echter, dat dit nog zo weinig ge-
beurt vanuit een visic op het wiskunde-onder-
wijs als geheel. Grondige, mathematisch-di-
dactische analyse van het gebied waaruit men
de taken put, in overeenstemming met dez¢
visie, blijft achterwege, waardoor men voorbij
gaat aan de bronnen van herkomst van-die
kinderlijke noties, de oorsprong van hun sub-
jectieve begrippen. De gekozen inhoud wordt
hierdoor geisoleerd, men beschouwt wiskunde
niet als dynamisch proces, en overaccentueert
dikwijls de methoden, ook al zijn ze dan wat
zachter van aard®.

De samenhang met het wiskunde-onderwijs
als geheel van dergelijk onderzoek zal men
tevergeefs zoeken. Het ontbreken van enige
bezinning op de plaats van de inhoud in het
onderzoek in het wijdere verband van de ma-
cro-uitlijning van het curriculum wordt dan te-
vens de voornaamste corzaak voor het schep-
pen van de theorie-praktijk kloof.

Besluit

Samenvattend kunnen we stellen, dat voor het

wiskunde-onderwijs en de mathematisch-di-

dactisch theorievorming relevant onderzoek

ons inziens impliceert respectievelijk dient t€

impliceren:

— een totaalvisie op wiskunde en wiskunde-
onderwijs;

— kennis van de historie en de ontwikkeling
van de wiskunde als wetenschap;

— kennis van de psychologische en leertheore-
tische componenten;

en

— van de vakdidactische component in relatic

« met de onderwijspraktijk, dat wil zeggen het

mathematisch-didactische analyseren van
taken, met het oog op de macro-structurele
samenhang met het curriculum.

F. J. van den Brink
L. Streefland

Noten

1. Van Hilton was geen schriftelijke bijdrage be-
schikbaar.




- Tlustratief hiervoor was de bijdrage van Fischbein
en Kedem (1982) (veel lcerlingen blijken geen
notie te hebben van de betekenis van een formeel
bewijs in de wiskunde, waarom en hoe het moet
worden geleverd) en van Vinner (1982).

- Een voorbeeld hiervan bevat de bijdrage van
Greer (1982). Op grond van louter willekeur
:Vordl de groepsstructuur afgedwongen aan de
groep’ (rood, geel), waarbij — gespeend van elk
gevoel voor realiteit — een menging van rood met
rood ten behoeve van het gehoorzamen aan de
wiskundige structuur, als geel wordt geinterpre-
teerd. Dit is schijnwiskunde, afgedwongen aan
valse concretiseringen.

- Hilton gaf niet aan, hoe zijn visic in wiskundeon-
derwijs zou moeten worden vertaald. Een ander
punt van kritiek dat men kan hebben is, dat zijn
terminologie (abstraheren, generaliscren, unifi-
teren) reeds bij Polya aangetroffen wordt.

- Zie bijvoorbeeld Streefland (1982) of Van den
Brink (1982).

i "(Z“‘: )bij‘-’oorbeeld Dekker, Ter Heege, Treffers,

Z.).).

. Zie in dit verband De Corte, Verschaffel, Ver-
schueren (1982).

. Ter illustratie noemen we als extreem voorbeeld
het onderzock van Heink, Lehnert en Reitberger
(1982), waarvan het hoofddoel exercitie met
‘nommetric multidimensional scaling’ lijkt tc Zijn
geweest,
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