
??? A. TREFFERS Vakgroep Onderzoek Wiskundeonderwijs &Onderwijs Computercentrum, R. U. Utrecht Samenvatting We beginnen onze beschouwing over het lerenvan de algoritmen voor de basisoperaties â€” hierkortweg cijferen te noemen â€” met een karakteri-sering van het aloude cijferondertvijs volgensBartjens. Daarna schetsen we de algemenekenmerken van het traditionele cijferonderwijszoals zich dat tot voor kort algemeen en totheden voor een belangrijk deel in het rekenon-derwijs op de basisschool manifesteerde. Alsbelangrijkste kenmerken worden genoemd: de'logische' leerstofordening volgens het principeVan de toenemende complicering, het direkttoewerken naar de eindvormen van de algorit-'nen per deelgeval, de korte inzichtelijke verkla-ring van de cijferhandelingen en het ontbrekenVan positiemateriaal in de vorm van blokken of^en abacus. Voorts analyseren u e de belangrijk-en meest significante

Nederlandse leerboeken'i't de periode 1920-1970 op het punt van helcijferen, en doen daarna hetzelfde met de reken-didactiekboeken. Er blijkt een grote discrepantie'nssen de vakdidactische aanbevelingen en devigerende onderwijspraktijk te bestaan. Vervol-gens wordt het onderzoek op het gebied van het'''aditionele cijferen besproken. Tenslotte geven^ve het traditionele cijferonderwijs wat meer re-''?Š/ door het tegen de achtergrond van nieuwe'^"twikkelingen van het wiskunde-onderwijs opha.<iisschool te beschouwen, en vatten onze"'^vindingen per saldo in tien punten samen. ' fiistorische aanloop cijferend rekenen op schrift kwam pas in^^ Zestiende eeuw in zwang. Voor die tijd wer-"^n allerlei rekentafels gebruikt om berekenin-uit te voeren. De cijferalgoritmen voor dc ba ^isoperaties hadden toentertijd nog niet dethans gangbare standaardvormen gekregen.Met name van de vermenigvuldig- en deelalgo-ritmen bestonden in de

late middeleeuwen di-verse vormen (Menninger, 1958). In de be-roemde 'Cijferinghe' van Willem Bartjens(1607) en de talloze bewerkingen van 'De ver-nieuwde Cijfferinge' treft men voorbeeldenhiervan aan. Met Bartjens is tevens de schrijver van hetmeest gebruikte rekenboek van de 17e en 18eeeuw genoemd'. Het rekenonderwijs volgensde methode Bartjens was sterk routine-matiggekleurd. Wat het cijferen aangaat, komt dezemechanistische aanpak in een volslagen 'blin-de" methode van algoritmiseren tot uitdruk-king: 'de verscheydene regelen der rekenkunst"worden zonder nadere verklaring verstrekt eningeoefend. Dat gaat dan voor het delen als volgt: 'Divisio, is delen, en leert htic veel maal een getal isgehouden in een groter, te weten: of men begeerde tezien, hoe menigmaal 6 men hebben kan in 96, zo steldde 6 onder d'eerste letter of beeld, dat is onder 9, enzegt, hix: veel maal 6 in 9? Antw. eens: want eens 6 is6, van 9

rest 3 die steld boven de 6, en zet weder 6onder de twede letter, te weten onder 6, en zegt hoeveel maal 6 in 36? Antw. 6 maal: want 6 maal 6 is 36,die trekt van 36 rest O, als by 't navolgende voorbeeldblykt. 1. Divideert 96 dtxir 6. komt komt 3 I 3 I 9/6 >1 9 6 > 16 6 J 6 6 J 2. Divideert 5780 dixir 3. 2 2/2 ] 5 7 8 O > 1926 3 3 3 3 J 'II. Divideert 943 door 43 komt 21, en rest 40.Om dit Ie doen, zo stelt het getal, "t welk te delen is, inorder, en voegt den deelder daar voor onder, bezietdan hoe veel maal "t eerste beeld begrepen is in zynboven gestelde letter, dat is hcK veel maal 4 in 9? zoschryft 2 agter de streep, en zegt 2 maal 4 is 8,getrokken van 9, rest 1, die zet boven 9, en strykt 9deur; en zegt 2 maal 3 is 6; van 14 getrokken, blyft 8,cn strykt 14 en 3 mede deur: v(X)rts stelt wederomnieuwe 43 tot divisoor, te weten 4 onder, en de 3naast de deurgehaalde 3, werkende zo voorts tot heteinde toe. Cijferen in het rekenonderwijs van toen
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??? '11. Divideert 943 dcÂ?r 43.komt /41 8/0 9 4 3 214 3 34 .. . (Bartjens 1744, p. 6-7) Vooral in het laatste voorbeeld komt hetlouter trucmatige van de algoritme duidelijk totuiting. Pas in de 19e eeuw begint schuchter een ver-nieuwing van het rekenonderwijs. Het zijn metname de idee??n van Pestalozzi, Herbart enGrube die het rekenonderwijs langzaam wijzi-gen. Bij het cijferen komt wat meer aandachtvoor hoofdrekenen, soms zelfs zozeer dat hetcijferen erdoor naar de achtergrond gedrongenwordt. Ook komt hier en daar meer nadruk opeen inzichtelijke verklaring van de algoritme-handelingen. We zeggen 'hier en daar' omdathet rekenonderwijs in Nederiand ook in de 19eeeuw in hoofdzaak mechanistisch van inslagblijft (Leen, 1961). In het begin van deze eeuw krijgt de cijferdi-dactiek zijn bekende 'traditionele' gedaantevan een min of meer inzichtelijk verklaardeintroductie van de cijfer-algoritmen met daar-binnen een min of

meer aanzienlijke plaatsvoor het hoofdrekenen. We bepalen ons in hetvolgende tot een kenschets van dat traditionelecijferen, al zij hier nadrukkelijk vermeld datvanaf omstreeks 1960 verschillende alternatie-ven voor het leren cijferen ontwikkeld zijnwelke thans vaste voet krijgen in het onderwijs.Aan het einde van dit artikel zullen wc eenkorte impressie van deze alternatieven geven. 2 Algemene kenmerken van het gangbare on-derwijs in cijferen 2.1 Voortschrijdende compliceringHet leren van algoritmen voor de basisopcra-ties - hier kortweg cijferen genoemd â€” vindtvoornamelijk in de leerjaren 3, 4 en 5 van debasisschool plaats. In de meeste traditionelerekenprogramma's wordt in de middenbouwongeveer de helft van de totaal beschikbare tijdvoor rekenen aan het specifieke cijferen be-steed, dus aan het maken van optel-, aftrek-,vermenigvuldig- en deelsommen 'onder elkaar'van het type:37 / 3071\ Typerend voor de

verschillende traditioneledjferleergangen is allereerst de ordening ervannaar rekenkundige complexiteit. Daarbijwordt verondersteld dat de moeilijkheidsgraadvan de opgaven afhangt van: - de grootte van de getallen; - het aantal inwissel- of leenhandelingen datbij de bewerkingen verricht moet worden; - de verschillende posities die de nul kan in-nemen; - de vereiste rekenvaardigheden welke aaneen correcte uitvoering van de rekenopera-ties ten grondslag liggen. Met de genoemde variabelen kunnen, af-hankelijk van de accentueringen die men wilaanbrengen, verschillende leergangen uitgezetworden. Al deze didactische lijnen hebben ech-ter gemeen dat ze beginnen met kleine getallenwaarmee bij het opereren geen of weinig inwis-sel- en leenhandelingen plaatsvinden, waaringeen nullen op 'tussenposities' voorkomen enwaarvoor slechts eenvoudige basisvaardighe-den vereist zijn, en dat ze eindigen met opgavenvan grote

getallen, veel inwissel- en leenhande-lingen, met nullen op verschillende posities inde getallen en een ruim arsenaal aan benodigdebasisvaardigheden. 2.2 Standaard-algoritmen per gevalTen tweede valt bij de traditionele aanpak vanhet cijferen op, dat iedere stap in de steedscomplexer wordende leergang definitief wordtafgewikkeld. Eerst behandelt de onderwijsge-vende ?Š?Šn bepaald type opgaven volledig enpas als dit soort sommen snel en volgens destandaard-algoritme door de leeriingen uitge-voerd kan worden, zet men de volgende stap inde leergang en zo verder tot tenslotte de kinde-ren desbetreffende algoritme geheel beheersen,dus hem in principe correct kunnen uitvoerenvoor alle mogelijke getallen. 'Correct' wil in ditverband dan zeggen dat zowel de procedure-handelingen als het 'technische' rekenwerk opeen juiste wijze worden verricht. Tot zover is er nog geen sprake van eenbelangrijk onderscheid'met de

methode Bar-tjens, zij het dat de opbouw qua compliceringen afwerking per geval in de nieuwe rekenme-thoden wat meer is verfijnd. Maar dit is eenverschil in nuance en niet in fundamenteel op-zicht. Bij het volgende punt is er echter wel 37511834 81574988 7827231 ! 98 Pedagogische Studi??n



??? degelijk sprake van een principieel onder-scheid, of liever gezegd van een aanzet daartoe. 2.3 Kone inzichtelijke verklaring hij de intro-ductie We doelen hier op de poging om bij de intro-ductie van de leergang de procedurehandelin-gen voor het cijferen inzichtelijk te verklaren.Dit houdt in, dat enige aandacht besteed wordtaan de kenmerken van het positiesysteem alsgrondslag voor de schrijfwijze van getallen enals vormgever van de procedurehandelingen- iets wat in het aloude mechanistisch opge-zette rekenonderwijs werd nagelaten. De on-derwijsgevende maakt daarbij in z'n uitleg ge-bruik van inwisselmateriaal ontleend aangrootheden als geld, gewicht en lengtematen,??n het geheel van het cijferonderwijs neemt hetinzichtelijke werken echter slechts een onder-geschikte plaats in van, zeg, enkele lessen aanhet begin van de leergang. We kunnen het ookals volgt formuleren: de inzichtelijke verklaring^an het cijferen dient

bij het traditionele reke-nen in het algemeen meer als rechtvaardiging^oor de onderwijsgevende dan dat het alsrichtsnoer voor de lerende kan dienen bij hetuitvoeren van de cijferhandelingen. Vandaardat we zojuist spraken van een aanzet tot eenprincipi??le verandering . . . 2-4 Min of meer ge??soleerd cijferprogrammaHet vierde kenmerk betreft de relatie tussenhet cijferen en het oefenen van de basisvaar-digheden, plastisch aangeduid als "de tafels" vanvier hoofdbewerkingen. Kenmerkend nuVoor het traditionele cijferprogramma is, dat deVoortgezette oefening van de basisvaardighe-den veelal geheel in het cijferprogramma op-genomen is. Weliswaar ligt de start van het"efenen van de tafels ruimschoots voor de aan-vang van het cijferen, maar de voortgang envoltooiing v; iin dit oefenen verloopt meestal vol-^dig binnen het cijferprogramma. Dat wil zeg-??en: in de praktijk van het cijferonderwijs wor-pen vanaf omstreeks het

einde van het derde"Verjaar de basisvaardigheden veelal niet meer^Part geoefend en evenmin wordt dan nog sys-'eniatisch nagegaan of de 'basis facts' wel volle-'8 beheerst worden, hoewel er ook enkele"methoden zijn waarin het hoofdrekenen ook"a de eerste fase van het cijferprogramma een^^er belangrijke rol blijft spelen. Het cijferen k ^an het inoefenen en onderhouden van de b "Jgt er aldus vaak een functie bij, namelijksisvaardigheden, naast de eigenlijke functie vanhet inslijpen van de procedurehandelingen vanhet cijferen op zich. 2.5 Afwezigheid van de abacus e.d.Tenslotte een kenmerk dat slechts in negatievezin geformuleerd kan worden: het ontbrekenvan de abacus en ander "positiemateriaar in devorm van blokken e.d. De afwezigheid van deabacus in enigerlei vorm is daarom zo opval-lend, omdat dit rekenraam in de historischeontwikkeling van het rekenen juist van funda-mentele betekenis geweest is en vooral

ookomdat de didactische mogelijkheden er\anaanzienlijk lijken (Streeiland, 1979). Een voorbeeld van een abacus is de zoge-naamde lusabacus, een rekenwerktuig met vijfstaven, en op iedere staaf twintig kralen, ver-deeld in twee groepjes van tien die van kleurverschillen (De Jong, 1977). 5 O /Figuur 1 De liis-ahacus De waarde van de kralen wordt bepaald doorde positie van de staven: de rechterstaaf bevatde eenheden, links enan staan de tientallen,dan volgen de honderdtallen enz. Het positie-systeem is in dit rekenraam als het ware gema-terialiseerd, waardoor de kinderen in staat ge-steld worden de inwissel- en leenhandelingenbij respectievelijk het optellen en aftrekkeneerst handtastelijk en later mentaal uit te voe-ren. Welnu, in plaats van de lusabacus werd in devorige eeuw, vermoedelijk als gevolg van eenverkeerde inteqiretatie van de Russi.sche aba-cus, het telraam in West-Eunipa ge??ntrodu-ceerd. Weliswaar lijkt een

telraam opper\lak-kig gezien wel wat op een abacus, maar hetverschilt er qua structuur tcKh wezenlijk van,omdat het geen positiewaarde kent; alle kralentellen voor eenheden. Om die reden is het telraam niet te gebruikenbij het cijferen, al kan het uiteraard wel bij het l'edagogLsche Studi??n 99



??? Figuur 2 Het telraam ondersteunen van het optellen en aftrekken'onder de 20' dienst doen. Pas in de jaren zeventig wordt in Nederlandde aandacht op de didactische mogelijkhedenvan de abacus gevestigd - het Montessori-on-derwijs uitgezonderd, waarin de abacus al veeleerder een belangrijke functie bij het cijfer-onderwijs vervulde'. 3 Cijferonderwijs in een keur van traditionelerekenmethoden Allereerst worden wat nuanceringen van hetzojuist beschreven algemene beeld geschetst.We doen dit aan de hand van drie invloedrijkemethoden die samen de periode 1920-1970bestrijken, te weten van: - Bouman en Van Zelm (1918). - Diels en Nauta (1936). - Reynders en Snijders (1959). Daarna worden twee methoden besprokendie als uitersten fungeren op de schaal vanâ– blind" naar 'inzichtelijk' leren cijferen, name-lijk: - 'Naar aanleg en tempo" (Lugtmeijer enBoers, 1954). - 'Boeiend Rekenen" (Wanders en Bohncke,1960).

Gevoegd bij de eerder beschreven algemenekarakteristiek geven deze 'lengte-doorsnede'in de tijd en 'dwarsdoorsnede' naar de matevan inzichtelijkheid tezamen een getrouwbeeld van het totale spectrum van het traditio-nele cijferonderwijs. Voor de goede orde vermelden we dat we ditbeeld vooral zullen oproepen door het gevenvan \oorbecldcn. Om reden van overzichte-lijkheid wordt de nadruk daarbij op de delings-algoritme gelegd. En we mogen dit doen, om-dat de vier basisalgoritmen veelal een consis-tent geheel vormen en volgens hetzelfde stra-mien aangeleerd worden. Dit betekent dat eenlange staartdeling vrijwel altijd voorafgegaanwordt door een 'lang' vermenigvuldigalgo-ritme, of een 'korte' aftrekking door een 'korte"optelling. Vandaar dat een enkel voorbeeld eengoed beeld van het geheel kan geven. 3.1 Bouman en Van ZelmTussen de wereldoorlogen werd het rekenon-derwijs in Nederland grotendeels bepaald

door'Bouman en Van Zelm'. Deze methode ken-merkt zich door zijn eindeloze rijen vraagstuk-ken, zijn grote reeks van zogenoemde denk-sommen, zijn onaanschouwelijkheid en zijnstrakke methodische opbouw, ondersteunddoor een uitgebreide handleiding. Het laatst-genoemde komt bij het cijferen als volgt totuitdrukking: de leergangen worden nauwkeu-rig getraceerd door een opeenvolgende bepa-ling van gevallen en deelgevallen naar de matevan toenemende complexiteit van opgaven,waarbij ieder nieuw geval omstandig in de di-dactische aanwijzingen voor de onderwijsge-vende wordt verklaard. Dit alles in overeenstemming met de vieralgemene principes waarop de methode rust enwaarvan de laatste luidt: 'In de rekenmethodewordt stelselmatig de gedachtengang omschre-ven die door het te behandelen geval wordtge??ist'.' En dit alles ook conform het algemene beeldwat eerder van het traditionele

cijferonderwijsgeschetst werd, zij het dat de nadruk bij Bou-man en Van Zelm wat het cijferen aangaatnadrukkelijk op het beredeneerde rekenenkomt te liggen in plaats van op het werktuige-lijke. 'De verklaringszucht raakt uit, het "ma-chinale" komt in de mode' en daartegen verzet-ten de auteurs zich (Bouman en Van Zelm,1918, p. 5). Een voorbeeld van de specifieke werkwijzevan Bouman en Van Zelm in hun 'rekenme-thode voor de lagere school als proeve vantoegepaste logica' luidt als volgt: 73 75 y.7 'Op hefbord: Dc kinderen schrijven: I ^10 110 110 1JO I N) 1 100 Pedagogische Studien



??? Een leerling uit zich b.v. als volgt: Vijf en zeventig is 7 tientallen en 5 eenheden; 8 van de 5 gaat niet; 1 tiental is 10 eenheden; 8 van de 15 eenheden is 7 eenheden; nu nog 3 tientallen van de 6 tientallen is 3 tientallen;75 min 38 is dus 37.' (Bouman en Van Zelm, 1918, p.149). Eerst wordt bij de aftrekking '75-38" hetgetal 75 uitgesplitst in 7 tienen en 5 enen, danwordt geprobeerd 3 tienen en 8 enen van degetallenstapel te halen door middel van weg-strepen, wat voor de 8 enen niet lukt. DaarnaWordt vervolgens 1 tien ingewisseld, de opera-tie voltooid, de uitkomst genoteerd en de han-deling, desgevraagd, verwoord. Een dergelijkeWerkwijze met getallen wordt bij 'Bouman en^an Zelm' steeds ondersteund door het wer-ken met de grootheden van geld en lengtema-ten. Vermenigvuldigen en delen worden innauwe relatie behandeld. Het delen wordt ge-splitst in: ~ de verhoudingsdeling: bijvoorbeeld '9 op7857'; ~ de

verdelingsdeling: bijvoorbeeld '7857 :873'. leerlingen moeten in de Ie opgave denken: 9 op 78 = 8X, 9 op 7800 = 800x enz. In plaats van800 kunnen de kinderen schrijven 8 .., om doormiddel van stippen de plaatsen van tientallen en een-heden aan te duiden. Uitwerking: op 7857 = 873 x 9 72 873 65 27 63 63. - 72.. 27 27 7857 '-'itwerking:7857 :873 = 9 7857 873 -X 27 63. 72.. 7857 de (eerste) som zegt een leerling: 7857 gedeeld"oor 873, dan is elk deel 9. Er zijn 873 delen: 873 x 9"" '857.' (Bouman en Van Zelm, 1918, p. 340-341). â€?n het gehele cijferprogramma houdt 'Bou-"^^n en Van Zelm' de grote aandacht voor depositiewaarde van de getallen en de consequen-ties ervan voor het cijferen nauwgezet vast, wattot uiting komt in de aangegeven methodiekvan het opsplitsen van de getallen en in hetwerken met geschikte positie-grootheden.Maar dat gebeurt dan wel steeds op dezelfdewijze en op hetzelfde niveau van schematise-

ring, dus zonder de abacus te gebruiken enzonder verkortingen in de splitsingen aan tebrengen welke we 'in het moderne reken-wis-kundeonderwijs tegenkomen. Opmerkelijk is tenslotte dat het cijferen ineen 'kale' rekenkundiggetalsmatige contextwordt aangeleerd, dus los van re??le probleem-situaties, en ook losstaand van het flexibel re-kenen (hoofd- en eigenschapsrekenen). Ditlaatste houdt in dat bijvoorbeeld een opgave als99 X 83 niet gestructureerd via '100 x 83minus 1 x 83' wordt uitgerekend, of 873 x 9via 9 X 873. Kortom: 'Bouman en Van Zelm' kenmerktzich door: - de genoemde algemene kenmerken van hettraditionele cijfcronderwijs, met daarbinnen - een relatief grote nadruk op het positiesys-teem, - een betrekkelijk uitgebreide en veelvuldigherhaalde inzichtelijke verklaring bij iedernieuw deelgeval, - en de nogal ge??soleerde positie die het cijfe-ren inneemt ten opzichte van het hoofdre-kenen, het

eigenschapsrekenen en het ma-ken van toepassingen. 3.2 Dich en Nauta Vanaf het einde van de jaren dertig taande deinvloed van 'Bouman en Van Zelm'. Hetrekenonderwijs onderging vanaf die tijd nogalwat wijzigingen: het aanvankelijke rekenon-derwijs veranderde, de oefenvomien werdenverfijnd, de leerstoilnhoudcn vereenvoudigden allengs verdwenen de grote vormsommen.'Diels en Nauta' gaf als eerste aan die verande-ringen gestalte. Het cijferondenvijs bleef echter het alge-mene beeld van de stap-voor-stap-methodiekvolgens toenemende complicering vertonen.TcK'h geeft ook 'Fundamenteel Rekenen" vanDiels en Nauta (1936) weer een specifieke uit-werking aan deze methodiek. De grondslag vanhet cijferen wordt hierin namelijk nadnikkelijkbij het hoofdrekenen gelegd'*. Eerst opereertmen met betrekkelijk kleine getallen en pas bijopgaven waar het hoofdrekenen niet meer toe- Pcila^agiufic' Sliuiicn 101



??? reikend is, komt het cijferend rekenen 'onderelkaar" aan bod. Het gevolg van deze nadruk ophet hoofdrekenen is dat vrijwel geen aandachtbesteed wordt aan een inzichtelijke verklaringvan de djferalgoritmen. De begripsmatigegrondslag is daarv????r immers reeds bij hethoofdrekenen gelegd, zo luidt de motiveringvan Diels en Nauta (1939). Evenals bij 'Bon-man en Van Zelm' wordt ter ondersteuning vanhet positiebegrip uitgebreide aandacht besteedaan het rekenen met de grootheden van geld-en lengtematen. Al met al kenmerkt 'Diels en Nauta' zich dusdoor: - de genoemde algemene kenmerken voor het traditionele cijferen; - en de grote nadruk op het hoofdrekenen voorafgaande aan "t cijferen. 3.3 Reynders en SnijdersVanaf het einde van de jaren vijftig deed ookhet dcnkpsychologisch geori??nteerde reken-onderwijs zijn invloed gelden: er kwam meeraandacht voor het inzichtelijk rekenen, hethanteren van algemene

oplossingsmethodenen het gebruiken van ordeningsmiddelen alsgetallenlijn, honderdveld en verhoudingsblok.Ook werd meer dan tot dan toe getracht aan teknopen bij levensechte rekensituaties. 'Func-tioneel Rekenen" van Reynders en Snijders(1959) kan hier als voorbeeld gelden. Opmer-kelijk is echter dat er ten aanzien van het cijfe-ren ook in de laatstgenoemde methode nietsverandert. Zo wordt de deel-algoritme als volgt in hetleeriingenboekje van deel 6 toegelicht: 85 : 7 = 121_ 1514 1 â€?85 : 7 = ? 70 : 7 = 10 15 : 7 = 2 r I 85 : 7 = 12 r 1 Maak elk sommetje op twee manieren als in hetvoorbeeld: 85 : 4 72 : 2 72 : 585 : 5 72 : 3 72 : 685 : 6 72 : 4 72 : 785 : 7 72 : 8 72 : 9"(Reynders en Snijders, deel 6, 1965/5, p. 56) Drie fragmenten uit de daarbij behorendetoelichting aan de onderwijsgevende: "Ofscluxin deze delingen zo eenvoudig zijn, dat zebij vixjrkeur uit het hoofd dienen te worden uitgere-kend, laten we ze hier als

staartdeling maken. Wedoen dat om de techniek van het staartdelen aan teleren.' '.. . Een uitgewerkt voorbeeld: 2343 : 7 = 3347A 2421 3328 Wij zeggen: a. 23 : 1 = 3 (keer), schrijven 3 op. b. 3 X 7 = 21 (21 opschrijven). c. Aftrekken. Blijft 2. d. 4 bijhalen; (streepje of stip onder die 4) e. 24 : 7 = 3 (keer) (3 opschrijven) f. 3 X 7 = 21 (21 opschrijven) g. Verder als c, d enz." 'Het is voor de kinderen in het begin een moeilijketechniek door de vele wisselende activiteiten, die eraan te pas komen, zoals boven blijkt. Daarom is hetnodig bij het aanleren dit op het bord met de klasenige keren uit te voeren! Pas zeer geleidelijk en naveel oefenen gaat de techniek van de staartdeling tothet k??nnen van de kinderen behoren!" (Reynders enSnijders, deel 6, 1965, p. 56a). Ziehier de kenmerken van de traditionelecijferdidactiek in optima forma bij een op zich-zelf toch zo'n vernieuwde rekenmethode als'Functioneel Rekenen". 3.4 Varianten Al met

al stellen we vast, dat de cijferdidactiekgedurende de periode 1920-1970 niet wezen-lijk veranderde. Bij deze vaststelling moetenechter enkele aantekeningen over twee wat af-wijkende benaderingswijzen geplaatst worden. Ten eerste is er een afwijking'naar beneden",dus naar de sterk mechanistische aanpak vanhet algoritmiseren. Zoals zojuist besproken,wordt in de meeste rekenmethoden nog weleen korte introductie van begripsmatige aardgegeven, maar er zijn ook wel methodenwaarin zo"n verklaring geheel ontbreekt. Eenvoorbeeld daarvan is 'Naar aanleg en tempo"(Lugtmeijeren Boers. 19.54). De cijfer-hande-lingen worden hier ?¤ la Bartjens zonder eeninzichtelijke verklaring v<.x)rgeschreven. Ten tweede is er ook een duidelijke afwij-king "naar boven", dus naar een inzichtelijkefundering van het algoritmiseren. namelijk'Boeiend Rekenen' van Wanders en Bohncke(i960), dat in tegenstelling tot 'Naar aanleg entempo"
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??? Met "Boeiend Rekenen' hebben we tevenseen tegen-voorbeeld van het traditionele reke-nen; - hier geen stap-voor-stap-methodiek volgenshet principe van de toenemende complice-ring; - geen snel en direct toewerken naar de stan-daardvormen en de algoritmen; - geen begripsmatige verklaring per geval; - maar een cijferdidactiek die gericht is op eenâ– groei" naar de eindalgoritme via een proce-dure waarin de berekening verkort wordt; - waarin vanaf het begin gerekend wordt metgrotere getallen; - en waarbij de cijferhandelingen op verschil-lende niveaus van schematisering verrichtworden. We geven een voorbeeld van de werkwijzevan Wanders en Bohncke door middel van eendeling; 100 X 100 X 50 X 15 â–  41001300 26001500 1100750 350300 20 X 3 X 5045 5 r 273 X^ie kan het vlugger? Maar ook goed!' (Wanders cnBohncke. deel 8, 1970/6, p. 3). Merk op dat met relatief grote getallen wordtgewerkt, dat nog niet

direct de standaardvorm^'i'n de staartdeling verschijnt, en dat er ver-schillende mogelijkheden tot verkorting openg'-'laten worden.Herhaaldelijk krijgen de onderwijsgevendenaanwijzing om de kinderen op hun eigenniveau te laten werken. Maar op een gegeven^??i^nblik schrijven de auteurs; "Langzaamaangaan we van de leerlingen zoveel mogelijk de'klassieke bewerkingen vragen. Er is echter8<-'en bezwaar tegen om de zwakke leerlingenoude werkwijze te laten behouden. Ze zijn^'at omslachtiger maar leiden tot de goede uit-â– ^omst.' (Wandersen Bohncke,deel 8, 1970/6,P- 52). Duidelijk is dat hier de grenzen van de tradi-tionele cijferdidactiek overschreden worden;niet de voortschrijdende complicering, maarveeleer de progressieve schematisering en ver-korting bepaalt de leergang. "Boeiend Reke-nen" is aldus de uitzondering die de regel van detraditionele cijferdidactiek moet bevestigen! De praktijk van dit cijferonderwijs bleef

ge-durende de periode 1920-1970 vrijwel onver-anderd - een praktijk die we omschreven alscijferen volgens de methodiek van de voort-schrijdende complicering op basis van een minof meer inzichtelijke verklaring van de cijfer-handelingen. / 4 Cijferen viikcUdactisch beschouwd In hoeverre vindt het traditionele cijferen zijnweerspiegeling in de rekendidactiekboeken?Of beter: in hoeverre weerspiegelen de tradi-tionele cijfermethoden de werkwijze die in deboeken over rekendidactiek worden aanbe\o-len? Bij het bcantw oorden van deze vraag dienenwe te bedenken dat er in Nederland tot 195.3geen specifieke rekendidactiekboeken beston-den. Het waren toentertijd vooral rekenkun-deboeken die het vakdidactische denken pro-beerden te richten. Daarbij werd echter meerde theorie van het rekenen dan de praktijk vanhet rekenonderwijs tot uitgangspunt genomen(Goffree. 1979). Daarnaast werden in de op-leiding van

onderwijsgevenden vooral ookhandleidingen en toelichtingen van methodenin didactische beschouwing genomen. Pas toen in 19.52 de wet op het kweek-schcxilondenvijs werd aangenomen, \eran-derde het een en ander; de aloude rekenkundewerd ver\angen door het vak reketididactick.Aldus geschiedde. En verv olgens verschenen inde periode tot 1970 de volgende didactiekboe-ken voor rekenen; Turkstra, H. en J. K. Tini-mer; Rekendidactiek (193.3); Van Gelder, L.;Grondslagen van de rekendidactiek (1959);Meijer, J. H.; Theorie en praktijk (196.3);Woestenenk, I'.; Rekendidactiek (1965); Gof-free, F., G. A. A. Hiddink en J. Dijkshoorn;Rekenen en didactiek (1966). We zullen deze vakdidactische boekenreeksstraks op het aspect van de cijferdidactiek ana-lyseren. Teneinde echter de periode tot 195.3 teoverbruggen zal allereerst het invloedrijke'Neubau des Rechenunterriclits' van K??ihnel(1925/5) onder dit opzicht beschouwd
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??? 4.1. Opvattingen van KiihnelWelnu, tenigkerend naar de eerder gesteldevragen, blijkt dat het traditionele cijferonder-wijs in het geheel niet bij de opvattingen vanK??hnel aansluit. Integendeel! K??hnel blijkteen fervent tegenstander te zijn van deze cij-fermethodiek welke gericht is op het zo directmogelijk aanleren van de standaardalgoritmen. Schrijvend over het cijferen volgens de stan-daardmethode ('Das Normalverfahren') steltK??hnel: 'Das Normalverfahren sagt: So wird es gemacht, soist es richtig! Damit verhindert es geradezu, in denGeist mathematischer Bildung einzudringen. Mit derfesten Form wird der Geist in Fesseln geschlagen undzwar gerade dort, wo er sowohl in die Tiefe dringen,als auch den Ueberblick gewinnen sollte.' (K??hnel,1925/5, p.2). 'Ehe wir noch weitere Beispiele heranziehen, m??s-sen wir kurz auf die Hauptsache eingehen. Sie bestehtdarin, dass das L??sungsverfahren von den Kindernselbst

gefunden wird, und zwar nicht unter gewissen-hafter F??hrung", nicht in "streng logischer Entwick-lung", sondern frei, in freiem Versuch. Dabei wer-den Fehler und Umwege selbstverst?¤ndlich nichtausbleiben.' (K??hnel, 1925/5, p.4). 'Ein solch bildender Umweg ist es auch wenn mandie Division einmal anders ausf??hren l?¤sst als in der??blichen Form, etwa so:5694 : 3, da passt sehr fein 600 : 3 = 200 90 : : 3 = 30, 3000 : 3 = 1000, 1800 : 3 = 600, 180 : 3 = 60, 24 ; : 3 = . 8, und sind noch die 5000 und die 4zu teilen: bleiben 2004, davon nehmenwir bleiben noch 204, davonbleiben 5694 : 3 = 1898 Verteilt ist alles, aber wir h?¤tten es k??rzer habenk??nnen. Viel Schuld an einer mechanischen und da-mit verst?¤ndnislosen Aneignung der Formen hatauch das Weglassen der Nullen bei der Division.''Insbisondere halten wir abgek??rzte Multiplikationund abgek??rzte Division f??r v??llig entbehrlich. (K??h-nel, 1925/5, p.12)

Overigens merken we op, dat ook in de reken-kunde-boeken die in Nederiand in omloop wa-ren, dergelijke uitgebreide notatiewijzen vande cijferalgoritmen wel degelijk behandeldwerden, zonder dat daarbij overigens op dedidactische mogelijkheden voor het cijferon-derwijs op de lagere school gewezen werd (Jan-sen en Van den Brink, 1945/5, p.75). Goffreezei het al: de praktijk van het rekenonderwijswerd in de rekenkunde niet tot uitgangspuntgekozen. 4.2 Gangbare vakdidactische opvattingenMaar met de komst van de eerdergenoemdeboeken over rekendidactiek veranderde dit- althans wat het cijferen aangaat. Nu is hetopmerkelijk te constateren, dat de opvattingenover het cijferen in al deze didactiekboekengelijkluidend zijn en globaal overeenstemmenmet die van K??hnel. We volstaan met ?Š?Šn illustratief voorbeelduit 'Rekendidactiek' van Woestenenk (1962,p.8-9): 'Lesgang: Inleiding met een concreet geval: "Eenklos

touw van 75 m, hoeveel springtouwen van 4 mkan ik daar van afhalen?" (Een verhoudingsdelingdus). E?Šn kind werkt op het bord, de anderen in eenwerkschrift: "Welke som is dat?" (75 : 4.) Uit de klas mag ik verwachten: "Het gaat eerst 10 x enz." Op het bord: 75 : 4 = 10. "Wat stelt die 10 nu voor?" (10 touwen). "Wat moet ik nu doen?" Het gesprek leiden tot 75 - 40. "Waarom 40?" (10 x 4;. "Waar zullen we die 40 opschrijven?" (Onder de 75want daar moeten we die 40 van aftrekken).Zo komt op het bord75 : 4 = 1040 35 "Wat stelt die 10 ook weer voor?" "En die 35?"(35 m). "Wat moeten we n?? nog doen?" (35 : 4 enz.)Tenslotte staat er op het bord75 : 4 = 1040 8 35 18 32 3 75 : 4 = 18 rest 3.We vragen weer naar de betekenis van die 18 en die3, dan laten we het antwoord zeggen: 18 touwen, 3 mover.' Evenals bij K??hnel wordt hier gewezen ophet belang om re??le problemen tot uitgangs-punt van de cijferieergangen te

nemen en nietdirect op de standaardnotatie aan te sturen,maar juist notatiewijzen te gebruiken die hetdenkprwes ondersteunen en die dan op denduur verkort kunnen worden tot de standaard-procedure â€” dit alles dus in tegenstelling tot dc ! 104 Pedagogische Studi??n



??? gangbare cijferdidactiek zoals die in de leer-boeken gestalte krijgt. In de andere genoemdedidactiekboeken is het niet anders: ook daarinvindt men soortgelijke kanttekeningen bij les-sen over cijferen. Wat dit cijferen aangaat is erdus een grote mate van overeenstemming in devakdidactiek. 4.3 Wertheimer versus ThonuUkeHet onderscheid tussen de zojuist geschetstevakdidactische idee??n over het leren cijferen ende eerder beschreven praktijk voor het cijfe-ronderwijs komt duidelijk tot uitdrukking inhet verschil tussen de gestaltpsychologischeopvattingen van Wertheimer en de associatio-nistische idee??n van Thomdike. Thomdike legt in 'The psychology of arith-metic" de nadruk bij het cijferen op de basis-vaardigheid ('ordinary bonds") die als het warede basiselementen van de cijferhandelingenvormen, en op de opbouw van de leergang naarde mate van complexiteit ('Organization andOperation of bonds"), terwijl Wertheimer

in'Productive Tliinking' de noodzaak van eeninzichtelijke aanpak ('understanding') beklem-toont. Dat wil zeggen: Thomdike wijst vooralop het memoriseren van de tafels, de subtieleopbouw naar opklimmende moeilijkheid vangeval-naar-geval en de eindhandelingsstruc-tuur van de betreffende algoritmen; Werthei-mer daarentegen accentueert het begrijpen vande betekenis van de operatie in toepassingssi-tuaties, het kunnen toepassen van fundamen-tele rekenregels zoals bijvoorbeeld de distribu-tieve eigenschap (3 x 14 = 3 x (10 + 4) =^ ^ 10 -I- 3 X 4), het gebruik van visualise-ingsmiddelen en het belang van 'tussenvor-tien' v(x)rafgaande aan de eindalgoritme instandaardvorm. De genoemde verschillen komen sprekendjn de volgende fragmenten van WertheimersProductive Thinking" naar voren: ^cn confrontated for the first time with such ques-tions as 24 x 3 one child proceeded like this; "I can'tthis all at once; but you see, this is

4 x 3 and20 X 3." 4 x3 = 1224x 3 + + 20 x 3 60 72 ^nd he proceeded similary when hc was first wnfron-'ed with a threeplace number as one of the multi-Pjjcrs. Or, if confronted with complicatcd tasks, like^ 34, sometimes a child will procccd this way: 20 X 30 + 20 x 47 X 30 + 7x4One faces a different task when one tries to get thechild to use the short cut, which demand, "you mustnot do it in the old way; you must write the product(say, of 27 x 3) directly".' (Wertheimer, 1966, p.162) 'I should think that the good teacher will start withthe first procedure, despite the fact that the child willnot use this particular technique. To leam the short-cut-method without understanding how it comes ab-out may arm the child with routine skills, but it omitsthe development of thinking (and if the trick of theprocedure is forgotten, the pupil is lost; not so withthe other method).' (Wertheimer, 1966, p.163) 'In any case the best procedure seems to me to benot

to teach the pupil the shortcut method without realunderstanding on his part, but to let him do the task.to let him find the necessary steps, but in a reasonableway, by proceeding from structurally easy tasks tostructurally more difficult ones - which dcx:s notmean that the tasks given also need to be easy in otherrespects. The process of thinking in such cases ofcourse makes use of leamcd things. But the proce-dure is govcmed not by applying blindly what hasbeen leamed, as in the fcx)lish rases of p. 192 ofThomdike's book. The ideal secms to me to be tohave individual teaching, fitting the priKedure to theindividual. And it looks as though this might produccan astounding saving of time.' (Wertheimer, 1966,p.164) Hoewel de grondgedachte van Wertheimeren van de eerdergenoemde vakdidactici om-trent het cijferen niets aan duidelijklieid tewensen overiaten, heeft dit zoals we zagen niettot gevolg gehad dat ze ook concreet

gestaltekregen in de rekenmethoden. Dit blijkt eens temeer uit een vergelijking van de cijferpro-gramma's van Diels en Nauta die zich uitdruk-kelijk beroepen op de opvattingen van Thom-dike, en van Reijnders en Snijders die zichsterk verwant weten met de idee??n van Wer-theimer. Gelet op de uiteenlopende ori??ntatieszou men hier wat het cijferen betreft nogaldiepgaande verschillen verwachten. En watblijkt? Er is geen essentieel onderscheid waarte nemen, tenminste niet wat de mate van in-zichtelijkheid aangaat: beide methoden zijn ophet punt van het leren cijferen 'traditioneel' inde zin van 'overwegend mechanistisch van in-slag'. Het is dan ook de vraag wat de oorzaak is vande discrepantie tussen de vakdidactische opvat-tingen zoals verw(X)rd in boeken over rekendi-dactiek en in handleidingen bij methoden, ende praktische uitwerkingen zoals die gereali-seerd zijn in de methoden die zich uitdrukkelijk Pedagogische
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??? op deze opvattingen beroepen. Hoe komt hetdat het cijferen in het rekenonderwijs zijn tra-ditionele gedaante bewaard heeft ondanks deheftige aanvallen van vakdidactische en denk-psychologjsche zijde? 4.4 Oorzaken discrepantie vakdidactischetheorie en onderwijspraktijkIn de bovenstaande titel ligt de aanname beslo-ten dat de praktijk van het cijferonderwijsmeer bepaald wordt door de leergangen zoalsdie in de leerboeken geschetst worden, dandoor de vakdidactische opvattingen welke in deboeken over (wiskunde-)didactiek neergelegdzijn. Naar onze mening zijn er verschillendezwaarwegende argumenten om speciaal bij hetcijferen deze sterk richtinggevende functie aande leerboeken toe te kennen. E?Šn van de be-langrijkste redenen daarvan is wel, dat men alsonderwijsgevende feitelijk wel gedwongen isde methode in grote trekken door de langeleergang van het cijferen te volgen, wil men niet jvolledig verdwalen.

Denk alleen eens aan het !oefenmateriaal, de gigantische sommenbatterij "waarover de leerlingen moeten kunnen be-schikken. Daar komt nog bij dat het cijferenover de leerjaren heengrijpt, zodat het nodig isom met het schoolteam als geheel aan eennieuwe opzet van het cijferen te werken. Enwat misschien wel het zwaarst weegt: als menhet cijferprogramma uit een bepaalde methodebewerkt of sterk verandert, dan zijn ook allerleiandere onderdelen uit de methode die met hetcijferen samenhangen niet zonder meer te ge-bruiken. Kortom, men zet zodoende de helemethode in feite op de helling, terwijl de voor-delen van een andere aanpak niet direct voorhet grijpen liggen. Want wat houdt die alternatieve vakdidac-tisch geori??nteerde werkwijze in? Zoals we zagen, zijn de basisprincipes daar-van de volgende: - niet direct per deelgeval toewerken naar destandaardvormen maar de kinderen gele-genheid geven zelf

verkortingen in de algo-ritme aan te brengen; - uitgaan van concrete toepassingssituaties; - gebruik maken van positiemateriaal enschema's; - de leergang aanpassen aan iedere leerling opzich (individualiseren) zodat het kind de ver-schillende fasen en niveaus inzichtelijk en ineigen tempo kan dooriopcn (Wertheimer, 1966, p.164). Maar dan rijst onmiddellijk de vraag hoe eenleergang die op deze algemene principes ge-grond is er dan concreet uit zal moeten zien,want daarover geven de genoemde vakdidacti-sche en psychologische werken verder geen uit-sluitsel. De opmerkingen over het cijferen zijndaar immers meer gesteld in de vorm van kant-tekeningen bij lessen ten behoeve van de oplei-ding van onderwijsgevenden, dan dat ze deonderwijsgevende concrete richtlijnen ver-schaffen voor het cijferonderwijs van les tot lesin de cijferleergang als geheel. Welke niveaus zijn er grofweg in het lerencijferen te onderscheiden?

Hoe moet het gedifferentieerde cijferon-derwijs praktisch georganiseerd worden en watis de functie van een leerboek hierbij? Wat zijn de resultaten van zo'n alternatieveaanpak in verhouding tot de traditionele cijfer-didactiek? Op geen enkele van dit soort vragen vindtmen in de vakdidactische onderwijsliteratuurvan de periode v????r 1970 ook maar een aanzettot een concreet antwoord!' Kortom, als men de stap-voor-stap-metho-diek van de traditionele leergang volgens hetprincipe van de toenemende complicering wilverlaten en het cijferonderwijs openbreken,dan staat men als onderwijsgevende in feitemet lege handen. Samengevat is de kloof tussen de gevraagdeideale didactiek van het cijferen en de beschik-bare traditionele cijferdidactiek als neergelegdin de leerboeken dermate groot, dat deze in depraktijk van het onderwijs moeilijk te over-bruggen is- juist ook omdat het bij het cijferenom langlopende leerprocessen gaat

waarbij desteun van een leerboek moeilijk ontbeerd kanworden, terwijl nu net de flexibele leergang zomoeilijjv in een methode is vast te leggen, mira-bile dictu. Anders gezegd, de consequenties van de ge-propageerde opvattingen waren door de vak-didactici zelf nog onvoldoende doordacht .. â– en beproefd. 5 Onderzoek Zoals gezegd, bestaat het totale onderzoeksre-pertoire van de vakdidactisch gerichte cijfer-leergangen in de periode 1920-1970 uit nietveel meer dan wat verslagen van leergesprek- 106 Pedafio^ische Studi??n



??? ken, anecdotes, een serie voorbeeldlessen, eenreeks basisprincipes en algemene aanbevelin-gen. Voor het traditioneel bepaalde cijferen ligtdit echter anders: op dit terrein is wel heel watonderzoek verricht. Echter niet in Nederlandwaar het onderzoek zich voornamelijk be-paalde tot getalbegrip, verhoudingen, breuken,redactie-vraagstukken, aanvankelijk algebra-onderwijs (lettertekenen, vergelijkingen) enaanvankelijk meetkundeonderwijs. We zullenons wat het onderzoek betreft dus op het bui-tenland moeten richten. Dit is op zich geenbezwaar, omdat het cijferonderwijs in de Wes-terse wereld een betrekkelijk uniform beeldvertoont, wat het mogelijk maakt om de resul-taten van het onderhavige onderzt>ek ook glo-baal op het Nederlandse cijferonderwijs te be-trekken. We zullen in deze paragraaf een indruk ge-ven van de aard en de resultaten van dit onder-zoek aan de hand van het klassieke werk vanSchcnell en Schonell

(1957), getiteld: 'Diagno-sis and remedial teaching in arithmetic', waarinVooral tx)k aandacht aan het leren cijferenWordt besteed. We hebben "Schonell en Scho-nell" niet alleen gekozen om de eigen waarde,maar ook omdat daarmee het totale onderzoek"P het terrein van het cijferen gekarakteriseerdkan worden. Leersiofonleningâ– Tlie Schonell Diagnostic Arithmetic Tests' be-vat twaalf tests, waarvan zes betrekking hebbenÂ°P de cijferalgoritmen. De toetsen zijn gecon-strueerd 'for the purpose of gauging levels ofattainment and for IcKating individual difficul-t'es in addition, substraction, multiplication, di-vision (short and long) and simple mental pro-â€?^'^"ms." (Schonell en Schonell, 1957, p.82). De leerstofordening naar toenemende com-plexiteit komt in de tests heel nauwkeurig totuitdrukking: 'The steps have been graded in"fJer of difficulty . â€? â– " (Schonell en Schonell,p.81). ^oor optellen, aftrekken en vermenigvuldi-??en

worden ieder 14 deelgevallen onderschei-den en voor delen in totaal 23. Schonell en Schonell geven geen uitgebreidetoelichting op deze leerstofordening, maar uitde voorbeelden die zij aandragen kan men'icnvoudig vaststellen dat de globale ordenings-^â– iteria overeenkomen met de eerder genoem-te weten: de grootte van de getallen, hetaantal inwissel- of leenhandelingen, de verschil-lende posities die de nul inneemt, en de vereisterekenvaardigheden. Aangezien hier echtersprake is van meerdere 'dimensies" die gecom-bineerd moeten worden, kan men verschil-lende lineaire ordeningen maken die aan degenoemde criteria voldoen. Bijgevolg zou menverwachten dat de door Schonell en Schonellgemaakte keuze enigermate beredeneerd engemotiveerd zou plaatsvinden, zodat antwoordgegeven kan worden op vragen als: Waarom isde grootte van de getallen bij het optellen opzich van minder gewicht bij het bepalen van

demoeilijkheidsgraad dan het aantal inwisselin-gen? Waarom is het aftrekken van nul zo moei-lijk ingeschat als 1 Oe stap in de leergang? Wat isde reden van de plaatsing van een opgave als90 X 90 als 10e stap in de leergang van hetvermenigvuldigen? Maar dit is niet het geval:de ordening wordt niet toegelicht. En over de meer fundamentele kwestie of degenoemde dimensies in feite wel bepalend zijnvoor de moeilijkheidsgraad van de opgavenwordt uiteraard in het geheel niet gerept. Wezeggen 'uiteraard", omdat de leerstofordeningin grote lijnen 'logisch" voortspruit uit de aardvan de betreffende algoritmen - althans dat isde opvatting welke aan het traditionele cijfer-onderwijs ten grondslag ligt. Het is echter de vraag of deze globale orde-ning van de leergangen cijferen voor de ver-schillende basisoperaties wel zo vanzelfspre-kend is als zij wellicht op het eerste gezicht lijkt. Wc bedoelen met onze twijfel omtrent deleerstelligheid

van de 'logische' leerstoforde-ning te zeggen, dat het niet vanzelf spreekt datbijvoorbeeld voor het optellen de eerste stap inde leergang een eenvoudige opgave zou moe-ten zijn die volgens de standaardalgoritme op-gelost wordt en de laatste stap een ingewik-kelde som beslaande uit grote getallen enmeerdere termen. Zou het niet ook kunnen dat bijvoorbeeld inhet begin van een leergang ook reeds relatiefcomplexe opgaven gemaakt worden, maar datdeze dan nog niet direct op standaardniveaudoch op een lager niveau van schematiseringverwerkt worden, en dat de globale ordening indeze leergang meer door de mate van schema-tisering dan door de complexiteit van de opga-ven bepaald wordt? Op deze vraag komen we later nog terug.Voor dit moment is slechts van belang vast testellen, dat de traditionele leerstofordening ge- l'edagogLsche Studi??n 107



??? postuleerd werd als een proeve van logica, ofbeter, als vrucht van beproefd logisch denken,welke geen nader onderzoek behoefde. 5.2 Cijfennethodieken Wat wel uitgebreid onderzocht werd, was demeest effici??nte standaardmethodiek om deverschillende basisalgoritmen aan te leren:'During the past twenty-five years there hasbeen an immense amount of research intomethods in arithmetic, some of it conclusive,some of it merely suggestive, and a appreciableproportion of it almost useless because of thespecificity of the experimental Situation or theinadequacy of the statistica! measures used.'(Schoneil en Schonell, 1957, p.46). Het gaat hierbij bijvoorbeeld voor het optel-len om de kwestie van: a) optellen van boven naar beneden, of b) optellen van beneden naar boven.Bij het aftrekken wedijveren: a) de ons bekende leenmethode 56139 b) de minder bekende overdrachtsmethode 6 14X9 (Het gaat bij beide operaties om

standaard- ofcindvormen van de algoritmen - zoals dat bijhet traditionele rekenen gebruikelijk is). Ook voor het vermenigvuldigen en delenzijn verschillende alternatieve procedures - deels van historische oorsprong - object vanonderzoek geweest, doch deze worden doorSchonell en Schonell niet verder besproken. Een globaal overzicht van de tientallen, zoniet honderden onderzoeken die op dit terreingedaan zijn, treft men aan in Glennon en Cal-lahan (1968) en in Suydam en Dessart (1976). We zullen hier niet nader op de vaak zeertegenstrijdige resultaten van deze onderzoekeningaan, maar slechts vaststellen, dat de cijfer-methodieken die in het traditionele onderwijsgangbaar zijn, niet evident beter of minder ef-fectief lijken te zijn dan allerlei varianten ervan - tenminste als men de methodieken louter alsprocedures op zich beschouwt. Graaft mendieper, zoals bijvoorbeeld Brownell en Moser(1949) in hun bekende onderzoek

omtrent hetcijferend aftrekken gedaan hebben, dan stuitmen op een veel belangrijker aspect van gcK'den effici??nt cijferonderwijs dan de methodiekop zich, en dat is de kwaliteit van het onderwijsi.e. het betekenisvolle ('meaningful') leren vande cijferprocedures ofwel de inzichtelijkegrondslag van de methodiek in tegenstelling totde blinde mechanistische ('mechanical") aan-pak ervan. Ook Schonell en Schonell constateren dittekort aan inzichtelijkheid en betekenisvolheidvan het cijferen, maar bij hen en andere onder-zoekers uit de periode tot omstreeks 1960,vindt men geen concrete aanwijzingen vooreen fundamenteel andere aanpak van het lerencijferen - net zo min als bij de eerder bespro-ken (andere) vakdidactici. We zullen deze vaststelling nog wat naderuitwerken, nadat eerst de knelpunten in detraditionele djferleergangen besproken zijn. 5.3 Knelpunten Het eindresultaat van het traditionele cijferon-derwijs is dat het

overgrote deel van de kinde-ren (80 a 90''o) aan het einde van de basis-school de vier standaardalgoritmen beheerst,zij het dat dit percentage voor lastige deelsom-men nogal wat lager ligt: voor het optellenkomt die beheersing in de buurt van de 90";.van de leerlingen, aftrekken 80"i., vermenig-vuldigen 70"/?? en delen omstreeks 60"/(i - zoluidt onze ruwe schatting''. Toch verloopt de leergang cijferen niet zon-der hindernissen. Schonell en Schonell (1947,p.129 e.V.) signaleren vier obstakels: - onvoldoende beheersing van de basisvaar-digheden betreffende de zogenaamde tafels; - onvoldoende snelheid bij het uitvoeren vande cijferbehandelingen; - het zich vastzetten van specifieken fouten,zoals bijvoorbeeld het rekenen met nullenen bepaalde memoriseerfouten; - onvoldoende kennis van de cijferprocedu-res: onthouden, lenen, onder elkaar plaatsenvan getallen, aanhalen e.d. Kort gezegd, liggen de tekorten bij het cijfe-ren

dus zowel in de basisvaardigheden als in deprocedurebehandelingen. Over de preciezeaard van de priK'edurefouten â€” om ons hiertoemaar te beperken - is'een grote mate vanovereenstemming tussen de onderzoekers.(Zie bijvoorbeeld: Brueckner, 1935: Gross-nickle, 1939; Cox, 1975a, 1975b). Het werkvan Schonell en Schonell levert in dit opzichtdan ook geen opzienbarend nieuwe resultatenop. ! 108 Pedagogische Studi??n



??? Op vrijwel geen gebied van het traditionelerekenonderwijs in de Westerse wereld is zulkuitgebreid onderzoek verricht als op dat vanhet cijferen en zijn de knelpunten zo exactgelokaliseerd. (Zie voor een overzicht Suydamen Dessart, 1976 en Radatz, 1980). We nemen als meest eenvoudige voorbeeldhet optellen 'onder elkaar". Uit onderzoekenop dit terrein blijkt dat als belangrijkste proce-dureknelpunt het 'onthouden' (inwisselen)wordt aangemerkt. Daarbij dient echter nogonderscheid gemaakt te worden tussen hetonthouden van het getal ?Š?Šn dat zich bij korteoptellingen voordoet en het inwisselen vanmeer dan ?Š?Šn bij langere optellingen, wat zichals aparte moeilijkheid aandient. Voorts is be-kend dat de nul extra problemen oplevert. Ookoptellingen, waarbij open plaatsen in de ko-lommen voorkomen - dus bij getallen met eenongelijk aantal cijfers - vormen een knelpunt.En tenslotte is geconstateerd, dat wel het inwis-selen

op zich bepalend is voor de moeilijk-heidsgraad, maar niet het aantal inwisselingen(men moet daarbij uiteraard afzien van de gro-tere kans op vergissingen, want het gaat hier'mmers om het juist verrichten van de procedu-rehandelingen). Hetzelfde geldt voor degrootte van de getallen. Dit wat de opbrengst van het klassieke on-derzoek over het cijferend optellen betreft,Zoals dat onder meer bij Schonell en Schoncil(1957) staat opgetekend. Voor de volledigheid is nog vermeldens-waard dat Friend onlangs (1979) een nieuwknelpunt aan de genoemde reeks heeft toegc-^'oegd. Zij ontdekte namelijk dat opgaven vanhet type;312 3 21 20440 p 51290224 + _ opmerkelijk meer moeilijkheden geven dan'J'e van het type53312510813 Bij nader onderzoek blijkt het onderscheid'ussen deze typen te bestaan in het getal alseenling in een kolom, en wel die 'singleton'Waaraan geen inwisselgetal wordt toegevoegd,^Oals dat bij het eerste type het

geval is. Demderen hebben kennelijk het idee dat er voorhet optellen per kolom tenminste twee getallennodig zijn: 'the child does not conceive the joinof a single set, or the sum of a single number.'(Friend, 1979, p.34-35). Vandaar dat de kin-deren soms de '?Š?Šnling' negeren of er op eenandere wijze toch een getal aan toevoegen. Het is duidelijk dat dergelijk onderzoek naarknelpunten, dat overigens ook voor het cijfe-rend aftrekken, vermenigvuldigen en delen inruime mate verricht is, een belangrijke onder-steuning voor de inrichting van het traditionelecijferonderwijs kan bieden - tenminste in dezin van het diagnostiseren van cijferfouten enhet samenstellen van leergangen. Maar wordener ook bepaalde consequenties voor remedi??-rend werk uit getrokken? 5.4 Kenmerken van remecli??renct werkWij herinneren aan de titel van de leidraad:'Diagnosis and remedial teaching in arithme-tic'. En we vragen ons af welke

remedi??rendesuggesties dit boek biedt ter voorkoming van despecifieke procedurefouten van het cijferen ofter behandeling ervan. Welnu, Schonell en Schonell geven een grotehoeveelheid aanwijzingen voor het ondenvij-zen van de basisoperaties en het oefenen enmemoriseren van de basisfeiten (tafels), dietevens suggesties voor remedi??rend werk zijn.Maar over de tweede foutenbron van het cijfe-ren, namelijk die van de specifieke prtKcdure-handelingen wordt vrijwel niet in remedi??-rende zin gesproken. Naar aanleiding van 'Insuffici??nt understand-ing of the four processes" merken de auteursop: 'Tliese are pupils who have developed aneffective working accuracy in the fundamentalnumber combinations and their extensions butwho break down at a particular point in theprocess of subtraction or division or nuiltiplica-tion (addition is usually mastered). The are onthe whole the easiest group to help. The factthat they have not

yet mastered the idea of"borrowing" in substraction, or of trial divisorsin long division, or of Compound multiplicationis not very serious, provided thcre is facilitywith the basic number combinations. which infact constitute the major part of the calculation.What these pupils obviously need is remedialwork with sets of examples on each step ofdifficulty in the process.' (Schonell en Schonell,1975, p. 171-172). Kortom, de prtxredureproblemen bij het cij-feren dienen volgens de gent)emde auteurs op- Pedaf^ofiische Studi??n 109



??? gelost te worden door ze per geval te verklarenen te oefenen - dat is de eenvoudige remedie,die ook steeds in de andere onderzoeken wordtaanbevolen. Welnu, deze aanbeveling past geheel in hetkader van het traditionele cijferonderwijs. Al-dus leidt het onderhavige onderzoek tot eenverfijning van de traditionele leergangen. Maarde kern van het bestaande cijferonderwijs blijfterin onaangetast: de remedi??rende werkwijzeis ge??nt op de bestaande leerstofordening vande progressieve complicering, er wordt slechtsgedacht vanuit de eindvorm van de betreffendealgoritmen en er wordt geen gebruik gemaaktvan positiemateriaal in de vorm van blokken ofeen abacus, en de remedie tegen ingeslepenfouten bestaat binnen dit raam vooral uit eennadere verklaring van de procedurebehande-ling per 'knellend' deelgeval, maar dan wel eenverklaring gesteld op een relatief hoog niveauvan schematisering met getalsymbolcn. We

lichten tot slot de gevolgtrekking nogeens toe aan de hand van twee citaten uit hetwerk van Cox, dat als de meest bekende nieuweloot van deze traditionele onderzoeksstam kangelden: 'The various errors feil under thegeneral categories of misconceptions regardingthe nature of number, the nature of the Opera-tion, the function of place value, and the func-tion of renaming. It is important to note that inalmost every case, the number facts were cor-rect, but the process involved in using the algo-rithms was wrong." (Cox, 1975a, p.219). Diagnose: het merendeel van de systemati-sche fouten bij het cijferen zijn procedurefou-ten. Wat is de remedie daartegen? Cox: 'Unfor-tunately research teils us little regarding themost appropriate methods for handling specificerrors. Therefore once systematic errors havebeen detected, classroom teachers must con-tinue to use their own judgement in selectingremedial activities.' (Cox, 1975b,

p.156). Duidelijker kan de machteloosheid ten aan-zien van de procedurefouten bij het cijferenwelhaast niet uitgedrukt worden en daarmeede grenzen van de traditionele cijferdidactiekbepaald worden. Dit geldt, zoals gezegd, voorvrijwel alle onderzoeken in de Westerse we-reld. En we hebben geen aanwijzingen dat ditwat het cijferen aangaat in het Oosteuropeseonderzoek anders is geweest (Menchinskaja enMoro, 1965; Stahl, 1973). 5.5 Slotsom Dit alles neemt echter niet weg dat het zojuistbesproken constaterend onderzoek een be-langrijke bijdrage leverde en levert tot een be-tere uitlijning van traditionele cijferleergangenen een beter inzicht in de aard van de fouten diede kinderen zoal bij het cijferen maken. Het is echter evenzeer juist dat het op geenenkele wijze tegemoet komt aan de bezwarendie er van vakdidactische zijde ingebracht wor-den. Maar zoals we eerder opmerkten: de vak-didactische opvattingen z?¨lf

bleven beperkt totalgemene aanbevelingen en leidden vooralsnogniet tot de ontwikkeling van een alternatieveleergang cijferen bestemd voor algemeen ge-bruik. En voor zover dit incidenteel wel ge-beurde (Montessori, Boeiend Rekenen, Hut-ton e.a.) werd er geen diepgaand onderzoeknaar de effectiviteit van die andere aanpak ver-richt'. Pas vanaf omstreeks 1960 - en in Nederiandnog wat later - toen de vernieuwing van hetrekenonderwijs welke algemeen met de term'wiskunde-onderwijs op de basisschool" wordtaangeduid, langzaamaan concrete gestalte be-gon te krijgen, ontstonden er fundamenteelnieuwe inzichten en concretiseringen omtrenthet leren cijferen welke tot voorwerp van on-derzoek gemaakt werden. 6 Overzicht en uitzicht Het is hier niet de plaats om uitgebreid op dezenieuwe ontwikkelingen in te gaan. Wel willenwe ze kort in algemene zin aanduiden omdaamiee de kenmerken van het

traditionelecijferonderwijs nog wat meer reli??f te geven enook om enig zicht te bieden op de ontwikkelin-gen die zich in de jaren zestig en zeventig metbetrekkmg tol het cijferen hebben voorgedaan.En het is mogelijk daarop een redelijk duide-lijk uitzicht te bieden, omdat de nieuwe ont-wikkelingslijnen zich al in het traditionele cij-feronderwijs lieten aanduiden. We noemden daaromtrent in het voor-gaande reeds als belangrijke aanzetten: - het gebruik van positi?Šmateriaal; - en het 'losbreken" van de eindvorm van dealgoritmen, waardoor het zelf aanbrengenvan verkortingen mogelijk gemaakt wordt.Vanuit deze kenmerken kan men het tradi-tionele cijferonderwijs in 'negatieve" zin karak-teriseren als ! 10 Pedagogische Studi??n



??? - niet materieel en onaanschouwelijk vanaard; - sterk gericht door de eindvomien van destandaardalgoritmen, - met als 'logisch' gevolg een onaantastbareleerstofordening volgens het principe van detoenemende complicering. Maar met deze vaststelling blijven we wel ergaan de oppervlakte van de essenti??le verschil-len. 6.1 Cijferen op verschillend niveauOm hierop een wat indringender kijk te geven,beschrijven we hoe een eenvoudige optelop-gave als '57 + 28' op verschillende niveaus cij-ferend opgelost kan worden (Treffers 1SJ80):' â–  De berekening geschiedt met inwisselmate-riaal (Dienesblokken of Multibase Arith-metic Blocks genoemd) dat bestaat uit een-heidsblokjes, staafjes van tien eenheden,vierkanten van tien staven, en kuben vantien vierkanten: i s Â?a 3 a den nadat de rituele inwisselingen verrichtzijn: A-PA 85 7 15 8 5 Figuur 5 Optellen op de ahaeiis 3. Er wordt geen inwisselmateriaal of abacusgebruikt, maar

de notatiewijze met positie-strepen verwijst nog wel naar deze materia-len. Ook wordt hier nog niet direct ingewis-seld:5 72 8 tm 57 + 28 Notatie:5 72 8 '^^t^nitai.Un htn4x<ritAiU.i htK<a.Hci nÂ? htMn Rguur MA B-blokken Ue betreffende optelhandeling kan met be-hulp van dit materiaal als volgt veriopen: 57wordt gelegd met 5 tienstaven en 7 een-heidsblokjes, 28 met 2 tienen en 8 eenhe-den; vervolgens worden de blokjes en sta-ven bijeengevoegd, waarna 10 van de 15blokjes ingewisseld worden voor een staaf,zodat de uitkomst van de operatie bestaatuit 15 - 10 = 5 eenheden en 7 + 1 = 8tientallen.Notatiewijze: Figuur 4 Posilieschenui 2. De getallen worden op een abacus gezet enuitkomst kan eenvoudig afgelezen wor-155 4. De algoritme wordt op de standaardmanieruitgevoerd - dus met direct inwisselen, aldan niet door het inwisselgetal erbij teplaatsen: 5 7of 2 8 8 5 8 5De bovenstaande fasering in vier stappen isuiteraard

slechts ?Š?Šn van de mogelijkheden: erkunnen fasen tussengevoegd of weggelatenworden en ook de notatiewijzen kunnen vari??-ren - dat terzijde. Welnu, een dergelijke getrapte benaderingvan de standaardalgoritme is typerend voor deandere aanpak van het leren cijferen zoals dieveelal in het wiskundeonderwijs op de basis-school gerealiseerd wordt. Kenmerkend voor deze nieuwe cijferdidac-tiek zijn, zoals gezegd: de poging om een in-zichtelijke grondslag voor de cijferprocedureste leggen, het doelgerichte materiaalgebruik,de toenemende schematisering en het toelatenvan oplossingen en notaties die niet op de stan- / 5 72 8 Pedagogisehe Siiidi??n



??? daardmanier volgens de conventionele algo-ritme plaatsvinden. 6.2 Uitzicht op drie nieuwe cijferdidactiekenNu kan de zojuist geschetste aanpak nog opverschillende wijzen uitgewerkt worden. Allereerst is daar de werkwijze zoals die se-dert omstreeks 1970 in het wiskundeonderwijsop de basisschool gebruikelijk is. Hierin vindtde gefaseerde benadering van de standaardal-goritmen via blokken, abacus en positieschemasteeds weer bij ieder nieuw deelgeval plaats.Dus indien als vervolg op opgaven van'57 + 28' nu twee getallen van drie cijfers op-geteld moeten worden, dan start de deelleer-gang opnieuw met inwisselmateriaal en bijbe-horend schema, en eindigt via verschillendetussenstappen bij de standaardalgoritme voordit specifieke geval. Voor het aftrekken, ver-menigvuldigen en delen geldt mutatis mutandisdezelfde gefaseerde aanpak per deelgeval. Wekunnen deze aanpak typeren als die van deprogressieve

schematisering op micro-niveau(per deelgeval). Op macro-niveau, dus wat degrote lijn van de leergang betreft, blijft echterordening naar toenemende complicering hetdominerende 'traditionele' principe. In de jaren zeventig is door de Wiskobas-groep van het lOWO nog een andere aanpakontwikkeld. Deze is als het ware het spiegel-beeld van de vorige: kenmerkend voor hetwerk op micro-niveau is nu de toenemendecomplicering, terwijl zich op macro-niveau deprogressie in de schematisering voltrekt. Dithoudt concreet in dat reeds in een vroeg sta-dium met relatief grote getallen gecijferdwordt, maar dat de berekeningen op een aan-gepast niveau van schematisering plaatsvinden.Zo wordt bijvoorbeeld voor optellen in vrijweldezelfde tijdsperiode met getallen van twee,drie, vier of meer cijfers gewerkt. De oplossin-gen worden dan echter wel steeds met behulpvan positie-materiaal gevonden en niet volgensde abstracte en

verkorte uitvoering van destandaard-algoritme. In de loop van de leer-gang wordt naar een hoger oplossingsniveauvan schematisering gestreefd. Terwijl in deeerstgenoemde aanpak de grote lijn van deleergang vooral bepaald wordt door de toene-mende complicering van de opgaven, is het inde tweede richting dus de progressieve schema-tisering die in grote trekken de gang van hetleren aangeeft. Tenslotte is er recent een beweging in hetreken-wiskunde-onderwijs te signaleren die af-schaffing van het aanleren van de standaard-al-goritmen bepleit en daarvoor in de plaats 'pri-mitieve' algoritmen wil stellen die op basis vanflexibel hoofd- en eigenschapsrekenen door dekinderen zelf geconstrueerd zijn (Plunkett,1979). Kort gezegd, voert men hier als belangrijkste Richlingen 1) Cijferonderwijs in het traditio-nele rekenonderwijs Micro-niveau Op symbolisch niveau direct toe-werken naar de standaard-vormvan de algoritme Macro-

niveau Toenemende complicering van deopgaven 2) Cijferen in het wiskundeonder- Via ttienemende schematisering Toenemende complicering van dewijs op de basisschool (blokken, abacus, positieschema's) opgaven per deelgeval toewerken naar destandaard-vorm 3) Cijferen volgens VViskobas 4) Niet-standaardrichting Â? Via toenemende schematiseringper deelgeval toewerken naar eenzelf te bepalen eindvorm standaard-vorm Ttxinemende complicering van deopgaven, maar dan wel tot een rela-tief laag niveau van complicering.Frequent gebruik van zakrekenma-chine Toenemende complicering van de Toenemende schematisering van deopgaven op ?Š?Šn niveau van oplossingswijzen leidend naar de schematisering Figuur 6 Vier cijferdidactieken112 Pedagogische Sludi??n



??? motief aan, dat het leren van de basisalgorit-men betrekkelijk veel tijd in beslag neemt - teveel tijd omdat men zich met relatief kleinegetallen eenvoudig met handig rekenen kanredden en vooral ook omdat we tegenwoordigvoor grote getallen een zakrekenmachientje ofeen zakcomputer ter beschikking hebben. Menzou deze niet-standaard-richting als een mo-derne exponent van de in de historie bij voort-during werkzame hoofd-reken-beweging kun-nen beschouwen. Geplaatst tegen de achtergrond van het tra-ditionele cijferondervvijs zien de drie nieuwecijferdidactieken er als volgt uit: Het is hier niet op de plaats om op de prakti-sche implicaties en de theoretische achtergron-den van deze nieuwe cijferdidactieken in tegaan. Het gaat ons er in deze zeer globaleaanduiding van andere benaderingswijzen vanhet cijferen slechts om aan te geven, dat er weldegelijk mogelijkheden zijn om het cijferenfundamenteel anders aan te

pakken. En nog^el met middelen die voor een belangrijk deel'n de historische ontwikkeling van het cijferenverankerd liggen (Streefland, 1979, 1980).Ook proberen de nieuwe cijferdidactieken eenhrug te slaan over de hier gesignaleerde klooftussen het vigerende traditionele cijferonder-^'ijs en de vakdidactische en leertheoretischeopvattingen daaromtrent. Met dit alles wil ech-ter niet gezegd zijn dat alle nieuwe pogingen inalle opzichten geslaagd zouden zijn -zekei1'et, maar dat is een kwestie waarover we het'ater zullen hebben. 6-3 Overzicht Het geheel van het cijferen binnen het traditio-lele rekenonderwijs overziend, concluderenWe: ' â€? de leerstofordening vindt plaats volgens hetprincipe van de progressieve complicering,leidend tot een stap-voor-stap-methodiekvan deelgeval naar deelgeval;er wordt direct toegewerkt naar de eind-vormen van de algoritmen, van waaruitoverigens ook de leerstofstructurering ge-stalte krijgt; er

wordt geen positiemateriaal en er wordengeen aanschouwelijke schema's gebruikt;de inzichtelijke grondslag bestaat uit hetdunne vlies van de 'verklaring-vooraf van'Ie procedurehandelingen met daarbijslechts een oppervlakkige aanduiding van de kenmerken van het positiesysteem; 5. er bestaat een grote kloof tussen toentertijdheersende vakdidactische, leertheoretischeen psychologische opvattingen aan de enekant en de onderwijspraktische uitvoeringvan het cijferen anderzijds; 6. de vakdidactisch geori??nteerde idee??n in deperiode tot 1960 ?¤ 1970 worden niet uitge-werkt in concreet beschikbare leergangen,laat staan dat de houdbaarheid ervan metonderzoeksgegevens gestaafd wordt; 7. de veelheid van onderzoeken op het gebiedvan het cijferen beperkt zich tot onderzoeknaar de meest effectieve cijfennethodiekenvan eindalgoritmen in standaardvormen, enricht zich vooral ook op knelpunten in debestaande

cijferleergangen, waarbij de tra-ditionele leerstofordening echter geen on-derwerp van onderzoek is, met als gevolgdat ook de remedi??rende aanbevelingengeheel binnen het kader van het bestaandecijferonderwijs gesteld blijven; 8. met de komst van het wiskunde-onderwijsop de basisschool wordt een nieuwe impulsaan de cijferdidactiek gegeven, waarvanechter de vraag, of dit tot een verbeteringc.q. grotere effectiviteit van het cijferon-derwijs leidt, vooralsnog opengelaten is; 9. in ieder geval kan van het traditionele cij-"^feronderwijs in algemene zin gezegd wor-den dat het overgrote deel van de kinderende basisalgoritmen correct leert uitvoerenvia het doorlopen van leergangen die glo-baal ?Š?Šn vierde deel van de totale tijd voorhet rekenonderwijs op de basisschool in be-slag nemen; 0. de kinderen leren dan wel niet precies meerrekenen volgens Uartjens, maar vele tradi-tionele cijferleergangen komen tiKh in dekern sterk

overeen met de mechanistischeaanpak van onze nationale rekenmeester.De samenhang tussen deze tien punten kan totslot niet beter aangegeven worden dan met dezinsnede waarmee Bartjens "Cijfferinge" opent:. . .'aldus 1, 2, 3, 4, 3, 6, 7, 8, 9, 0. Waar of denegen duidelyk zyn, ende de laatste (die mennul ofte niet noemt) wanneer ze alleen staat,van haar zelve niets beduidende, maar gesteldzynde agter eenige van de andere beelden, doetdezelve thienvoudig vermeerderen." (Bartjens,1744, p.1). l'edagogLsche Studi??n 113



??? Noten 1. Vrijwel ieder land heeft zo zijn 'Bartjens' alsspreekwoordelijke rekenmeester. De uitdrukking'volgens Bartjens' kan aldus omgezet worden in'Nach Adam Riese' (Duitsland), 'd'apr?¨s Bar-r?¨me" (Frankrijk), 'according to Cocker' (U.K.),'according to Gunter' (U.S.A.) ... (Kruizinga,1940). 2. De aversie tegen positiemateriaal zoals Montes-sori gebruikt of op zijn minst een zekere terug-houdendheid dienaangaande, komt bijvoorbeeldtot uitdrukking in Diels (1929) en Jonges (1956).Voorts wordt het rekenonderwijs tussen de tweewereldoorlogen gekarakteriseerd door z'n onaan-schouwelijkheid, wat wel het meest pregnant totuitdrukking komt in het werk van Bouman en VanZelm (1918). Hoewel dit in de jaren vijftig veran-derde voor het rekenonderwijs in zijn algemeen-heid, blijft in het cijferonderwijs wat dit betreftalles bij het oude. 3. Men vindt de algemene principes aan het eind vanieder onderwijzersboekje bij ieder deeltje

opge-somd. Bouman en Van Zelm maakten voor dietijd uitzonderlijk veel werk van de handleidingenvoor de onderwijsgevenden. Een afzonderlijkebundeling ervan biedt Bouman en Van Zelm(1918). 4. Diels en Nauta hebben zich sterk laten inspirerendoor 'The Psychology of arithmetic" van Thom-dike (1922), die ook het hoofdrekenen hoog inzijn vaandel droeg. In de Sovjet Unie wordt vol-gens Menchinskaja en Moro (1965) evenzeergrote nadruk op het hoofdrekenen gelegd. Trou-wens ook in de historie van het rekenonderwijsheeft men herhaaldelijk het belang van het hoofd-rekenen onderstreept (Leen, 1961). En zeer re-cent wordt er onder invloed van de opkomst vande zakrekenmachine opnieuw een grote plaatsaan toegekend (Plunkett, 1979). 5. Ook het besproken leerboek 'Boeiend Rekenen'(Wanders en Bohncke, 1970/6) kan niet als zoda-nig dienst doen. Bij alle waardering die men voordeze poging kan hebben, moet

gezegd worden datde cijferleergang onvoldoende gestructureerd is.Dat wil zeggen, er staan te weinig aanwijzingenover de niveaus in die de leerlingen doorlopen. 6. We beschikken voor Nederland niet over exactegegevens over de prestaties van het cijferen. In deV.S. worden tegenwoordig om de vijf jaar zo'n70.000 leerlingen op hun rekenvaardigheid on-derzocht (Carpenteretal. 1975,1980). Wij schat-ten de gegevens voor Nederland op grond vanbuitenlandse onderzoeksgegevens uit tal van an-dere onderzoeken (Nieuwenhuis, 1948; Schonellen Schonell, 1957; Cox, 1975a, 1975b; Bright,1978). Internationaal blijken de gegevens sterkovereen te komen. 7. Er zijn niet veel praktijkverslagen bekend vanonderwijsgevenden die een alternatieve cijfer-aanpak gerealiseerd hebben, maar er zijn er weldegelijk enkele. Zie bijvoorbeeld Capps (1962),MacDonald (1977) en Hutton (1977). Hoewel dejaartallen anders suggereren, hebben
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