
??? Heuristisch wiskunde-onderwijs'' A. VAN STREUN Mathematisch Instituut Rijksuniversiteit Groningen Samenvatting In dit artikel wordt gepleit voor wiskunde-on-derwijs w aarin leerlingen algemene denkmetho-den en werkwijzen verwerven voor het oplossenvan (wiskundige) problemen. Uitgaande van hetonderzoek naar cognitieve aspecten van oplos-singsprocessen, gekoppeld aan eigen observatiesin tientallen scholen voor voortgezet onderwijs,worden een aantal kernbegrippen voor een di-dactiek van heuristisch wiskunde-ondcrwijsbeschreven. Ingegaan wordt op de functie van kennis envaardigheden bij het oplossen van problemen,op de organisatie van hel geheugen, op cog-nitieve schema's, op de betekenis die begrippenen operaties voor de oplosser hebben en op dementale voorstelling van een probleemsituatie.De probleemanalyse wordt met een aantalVoorbedden toegelicht en vergeleken met eengangbare aanpak van problemen in het onder-^vijs. De relatie

tussen heuristieken en algoritmenen de rol van heide in heuristisch wiskunde-on-derwijs komt aan de orde, evenals een mogelijke"nderwij.Kstrategie voor het onderwijzen van al-gemene denkmethoden. 1 Inleiding I-l Ileuri.stisch wiskunde-onderwijsE?Šn van de belangrijkste en interessantste di-Juctisclie vragen in liet \visi^unde-onder^vijs is'Ie vraag naar de transfer van de dcxir de ieer- Dt auteur is veel dank verschuldigd aan dc leden vande Werkgroep vixir dc didactiek van dc wiskunde, die'Eerdere versies van dit artikel grondig niet hem hcb-''tn d(xirgcsprokcn. Met name aan Ir. J. Buitink. Drs.S- Kemme. Prof. dr. W. Schaafsma. J.J. Slofflingen beheerste kennis en vaardigheden. Datis de vraag naar de mate waarin het leerlingenlukt hun kennis en vaardigheden te gebruikenin andere situaties, dan die van de contextwaarin ze geleerd zijn. Die andere situatie kanzowel in de wiskunde zelf voorkomen, als ineen van dc vele vakgebieden waarin wiskundi-ge methoden worden

gebruikt of in het dage-lijks leven buiten de onderwijs- of beroepssi-tuatie. Wat is de txirzaak van het zo vaak vast-gestelde verschijnsel, dat relatief weinig leer-lingen er in slagen de verworven wiskundigekennis en vaardigheden te gebruiken in pro-bleemsituaties, die afwijken van het voor henvertrouwde type? Heeft dat misschien ook ietste maken met de wijze, waarop die begrippenen routines zijn onderwezen en geleerd? Is hetwiskunde-onderwijs z?? in te richten, dat leer-lingen beter leren problemen in een onbekendecontext op te lossen? Zowel voor het optimali-seren van het wiskimde-onderwijs, als voor hetfunctioneren van de verworven wiskundigekennis en vaardigheden in toepassingen, zijndit kernvragen. Het 'heuri.Kti.uh' wiskunde-onderwijs, zoalsdat in dit artikel wordt besproken, heeft totdoel het leren van wiskundige theorie samen telaten gaan met het bevorderen van de be-kwaamheid van leerlingen in het oplossen vanproblemen of het aanpakken van probleem-

situaties. liet belangrijkste kenmerk van dieproblemen of jiroblecmsituaties is, dat ze voorde leerlingen relatief nieuw zijn; niet directstandaard volgens al geleerde procedines op-losbaar. Die problemen worden niet alleen inde verwerkingsfase van het leerproces aange-boden, maar zij zijn veelal zelf het uitgangspuntvoor het leren van nieuwe wiskundige begrip-pen en procedures. In heuristisch wiskun-de-onderwijs wordt veel aandacht besteed aanhet e.xpliciet ondenvijzen van algemene denk-methoden bij de probleemanalyse en het op-lossen van problemen. Specifieke algoritmischeoplossingsmethoden worden alleen onderwe-zen, als er (Hik een duidelijk aanwijsbaar leer-doel op langere termijn mee wordt nagestreefd. Een voorbeeld, ter verduidelijking, ontleend l'edagogische Studi??n 1982 (59) 317-333 Pedagogische Studi??n 317



??? aan de leerstof van klas 3 a.v.o.-v.w.o. De leer-lingen hebben kortgeleden de sinusregel en decosinusregel geleerd en moeten nu het volgen-de vraagstuk maken. Opgave: Van eendriehoek ABC is gegeven dat a = 3\j2,b = 2V3 en ?Ÿ = 45Â°.Te berekenen y. E?Šn van de sterk op het algoritmiseren ge-richte schoolboekenseries schrijft de leerlingende volgende oplossingsmethode voor: Gege-ven zijn twee zijden en een niet ingeslotenhoek, dus geval ZZH. Dat los je op door desinusregel toe te passen. Op korte termijn heeft dit algoritmischvoorschrift zeker succes, want de leerlingen be-hoeven alleen maar het 'geval' op te zoeken ende er bij gememoriseerde 'regel' toe te passen.Een koppeling tussen 'geval' en 'regel' die tothet aanstaande proefwerk wel is te onthouden.En niet veel langer. In heuristisch wiskunde-onderwijs zijn der-gelijke problemen een geschikte aanleidingvoor het (opnieuw) onder de aandacht brengenvan de probleemanalyse, als onderdeel

van eenalgemene oplossingsmethode. B.v. als volgt:'Maak eens een tekening.''Wat weet je van die driehoek?''Welke eigenschappen ken je?' en sin a sin ?Ÿ sin ya^ = h^ + c^ - 2hc cos ub^ = a^ + c^ - lac cos ?Ÿc- = a^ + b^ - 2ah cos y'Wat wordt er gevraagd?''Welk element van die driehoek kun je welberekenen?''Helpt dat?' 'Oh ja, er is nog een eigenschap, namelijk datde som van de hoeken van een driehoek I K()Â°is.' Op deze manier wordt de oplossing eenvoorbeeld van een algemene denkmethode,wat de transfer naar andere problemen in dehand werkt. Van de analyse van de gegevensituatie wordt overgestapt naar het doel, hetgevraagde, terwijl al bekende eigenschappenvan de driehoek er bij worden betrokken omhet verschil tussen het gegeven en het gevraag-de te overbruggen. In de klassesituatie kan de-ze werkwijze expliciet naar voren worden ge-bracht. In de uitwerking op het bord en in deschriften kan die analyse een neerslag vinden,door b.v. de

gegevens, het gevraagde en deeigenschappen in drie kolommen te noteren enin te kleuren. 1.2 Analyse van oplossingsprocessenHet onderzoek naar het verioop van oplos-singsprocessen heeft al een lange historie. Selzheeft uit zijn experimentele gegevens eentheorie over de grondoperaties van het denkenopgebouwd (Selz, 1922). Duncker bestudeer-de en rapporteerde over oplossingsprocessen,voornamelijk bij wiskundige problemen(Duncker, 1935). A. D. de Groot heeft in zijnanalyse van het denken en de 'intu??tie' van deschaker de oplossingsprocessen van experts(grootmeesters en meesters) in een op Selzvoortbouwend theoretisch kader beschreven(De Groot, 1946). In meer recent onderzoekzijn veel bevindingen van Duncker over deprobleemanalyse bevestigd (Pushkin, 1972,1975 en Kuljutkin, 1975). In het begin van de zestiger jaren is o.a. hetwerk van Herbert Simon op het gebied van hetmenselijk denken in de Verenigde Staten eensterke stimulans

geweest voor de ontwikkelingvan de informatie-procestheorie en de her-ori??ntering van de Amerikaanse cognitievepsychologie. In dit onderzoek wordt veel ge-bruik gemaakt van het 'expert-novice' para-digma. De wijze waarop deskundigen in eenbepaald vakgebied problemen oplossen, wordtvergeleken met de aanpak van nieuwelingen.In de Sowjet-Unie heeft V. A. Krutetskii ja-renlang met zijn mcdewerk(st)ers leeriingenvan 8 tot 18 jaar geobserveerd om de kenmer-ken van de wiskundige bekwaamheden van degoede oplossers, vergeleken met de zwakkeoplossers, op te sporen (Krutetskii, 1976). De winst vyor de didactiek van de wiskundedie uit dit longitudinaal onderzoek van Kru-tetskii en uit veel onderzoek in de hoek van deinformatieprocestheorie is te behalen, vloeitvooral voort uit het feit dat de (klassieke) ex-perimenten met puzy.els en laboratoriumopga-vcn plaats maakten voor het analyseren van demanier waarop leerlingen en deskundigen pro-blemen

oplossen, die in onderwijssituatiesvoorkomen. Problemen, die niet alleen eenberoep doen op oplossingsstrategie??n, maarook op beheersing van bepaalde kennis envaardigheden uit een zeker vakgebied. Uit der-gelijk onderzoek komen belangrijke gegevensnaar voren over de in heuristisch wiskunde-on-derwijs aan te leren werkwijzen en oplos-singsmethoden. Dat zal nader worden toege- 318 Peduf^ogische Studi??n



??? licht in dit artikel. Duidelijk is wel, dat expert-gedrag niet zomaar tot doelstelling van heuristisch wiskun-de-onder\vijs kan worden uitgeroepen. Watexperts op hun gebied aan probleemoplossendgedrag laten zien, is een produkt van jaren-lange ervaring. Voor de expert zijn vele denk-stappen sterk verkort, hij denkt zelfs in ver-korte structuren. De expert 'ziet" wat anderenbewust moeten afleiden, zijn 'intu??tie' of 'in-spiratie' is niet los te denken van zijn vroegereervaringen en verworven kennis. Het is voor deexpert meestal niet goed mogelijk om zich deherkomst van zijn invallen bewust te maken.Uit de beschrijving en analyse van het oplos-singsgedrag van de expert en uit het verschilmet het oplossingsgedrag van de nieuwelingvalt niet rechtstreeks af te leiden, wat de on-derwijsdoelen en de werkwijzen in heuristischwiskunde-onderwijs moeten zijn. Daarvoorzijn de kwalitatieve verschillen tussen expert ennieuweling te groot. 1.3 De kernbegrippen van een didae??ekIn dit

artikel zal een verbinding worden gelegdtussen een aantal belangrijke gegevens uit hetonderzoek naar karakteristieken van oplos-singsprocessen ?¨n de didactiek van het lerenoplossen van wiskundige problemen in een on-derwijssituatie. Het psychologische begrip'menude voorstelling van een prohleeiminuilic'hewijst in die beschrijving van een didactiekvan lieuristisch wiskunde-onderwijs goedediensten. In het kort gezegd is die 'mentalevoorstelling' te deiini??ren als het probleem,zoals het zich aan die bepaalde oplosser voor-doet. Met alle idee??n, associaties en anticipa-ties, die daarbij horen. Die mentale voorstel-ling zal aanvankelijk erg schraal zijn met sto-rende associaties, maar zij kan zich tijdens hetÂ?plossingsgebeuren verder ontwikkelen enverrijken lot de oplossing is bereikt. Bij de eerste inspectie, bij de probleemana-lyse en tijdens het werken aan het probleem zalde voor dat speciale probleem relevante kennismoeten worden geactiveerd. Uit de analysesvan

oplossingsprocessen is gebleken, dat dewijze waarop de kennis van het vakgebied waarliet probleem een beroep op doet in het lange'''fnijngeheiigen is georganiseerd en de daar-mee samenhangende kwaliteit van de beheer-sing van die begrippen, feiten, stellingen, re-gels, van grote invloed is op het verloop van hetoplossingsproces. Die kwaliteit heeft alles temaken met het gehele netwerk van begrippen,principes, regels en methoden op dat specifiekegebied, waar de probleemoplosser een beroepop moet doen. Het helpen opbouwen van eenrijk netwerk of schema met behulp van onder-wijs verdient veel aandacht. Een ander aspectvan die kwaliteit is de betekenis, die de te ge-bruiken begrippen en operaties al dan niet voorde oplosser hebben. Voor de vorming van eenadequate mentale voorstelling is die betekenisvan invloed. In heuristisch wiskunde-onderwijs zal de pro-bleemanalyse uiteraard expliciet onderwerpvan onderwijs zijn. Tijdens probleemanalysevormt zich de

aanvankelijke mentale voorstel-ling van de probleemsituatie en wordt kennisuit het geheugen gemobiliseerd. Nuttige werk-wijzen bij het analyseren van het probleem enbij de ontwikkeling van de mentale voorstellingin de richting van de oplossing worden lieuris-tieken genoemd, terwijl algoritmen het pro-bleem volgens een standaardprocedure tot eenoplossing brengen. De onderlinge verhoudingtussen algoritmen en hcuristieken, met hun re-latie tot de probleemanalyse, zal nader wordenbesproken. De vaststelling dat een aantal duidelijk om-schreven denkmethoden in heuristisch wiskun-de-onderwijs dient te worden onderwezen, is?Š?Šn kant van de zaak. De uitvoering van datonderwijs vraagt om een goed doordachteanalyse van de wijze waarop die denkmetho-den kunnen worden onderwezen en geleerd.Daarover meer in het slot van dit artikel. Nueerst een tweetal voorbeelden om de genoem-de begrippen te verhelderen. Een fragment van een video-opname in eentweede

klas atheneum. Een groep meisjes isbezig met het oplossen van eerste graads ver-gelijkingen. Het zijn Caria, Anneke en Lies-beth. Carla: 'x + 6 = -4 6 = 6 Anneke: Carla: Anneke: Liesbeth: X = 10 Zo, som 2.''Weet je wat ik zo gek vind?Moet je er 6 aftrekken en is datnu -10? Als je 6 aftrekt. ..''Ja, -4-6. Nee, dat wordt + 10!''Volgens mij niet.''Ja, volgens mij wel. Dat doe jemet die luciferstokjes.' l'edagogische Stiidi??n 319



??? Anneke: 'Waar zijn de antwoorden?'Liesbeth: '-10. Het klopt wel.'Carla: 'Hoe weet je dat?' Liesbeth: 'Bij de antwoorden!'Anneke: 'Ja, dat vind ik ook.'Carla: 'H?Š, waar staat dat?' Liesbeth: 'Som 2. Als je haakjes hebt,dan .. .' Carla: 'Ja, met keer was dat. Met keer was dat met die luciferstokjes.' Bij navraag bleek dat Liesbeth en Carla ietsonthouden hadden van de regel dat - x - = +,een regel die ge??llustreerd was met het leggenvan twee luciferstokjes in de vorm van eenplusteken. Dat opereren met regels, die geenbetekenis hebben voor de lerende is een bekendverschijnsel in het wiskunde-onderwijs. Devorming van een adequate mentale voorstellingvan de opgave -4-6 (voor deze meisjes is dezeopgave op dit moment een probleem) komtniet tot stand. Daarvoor is het weer oproepenvan de betekenis van de negatieve getallen envan de operatie aftrekken noodzakelijk. Eenadequate mentale voorstelling kan in dit voor-beeld het bekende beeld van de

getallenlijnomvatten, met het kop-staart leggen van devectoren -4 en -6. Of het denkmodel van deheksenketel, waar warme en koude blokjes ingedaan of uitgehaald worden, zodat het hek-senbrouwsel telkens ?Š?Šn graad in temperatuurstijgt of daalt (zie Moderne Wiskunde, deel I,nieuwste versie). Of het denkmodel van schulden bezit. Of dat van temperatuur of van hoogte.In heuristisch wiskunde-onderwijs zal niet snelworden gegrepen naar het weer opnieuw inslij-pen van de regeltjes, dus naar de algoritmiekvan het rekenen met negatieve getallen, zondereen bijbehorende betekenis, die de vormingvan adequate mentale voorstellingen mogelijkmaakt. Nog een voorbeeld. Nu een opgave ontleendaan materiaal van het I.O.W.O. (zie Figuur I). De oplossing van dit probleem vraagt om eenprobleemanalyse. Een geroutineerd oplosservan redactievraagstukken zal na inspectie vande opgave al snel naar een oplossingsmethodegrijpen, waarbij de lengte van

?Š?Šn hek opX meter wordt gesteld (Of wellicht werkt hijmet drie onbekenden, x, y, z). Een leerling uitde onderbouw van het voortgezet onderwijsstaat -zoals zo vaak bij redactievraagstuk-ken - voor grote problemen. Een algoritme is niet direct te gebruiken en de vorming van eengoede mentale voorstelling van de probleem-situatie is moeilijk. Een heuristiek, namelijk hetproberen met een getallenvoorbeeld, kan hel-pen. 'Neem maar eens een getal voor de lengtevan hek a. Kun je nu de lengte van hek bberekenen? En van hek c? Is nu aan al de eisenvan de situatie voldaan? Probeer nog eens eenwaarde v(X)r de lengte van hek a.' Op het bordof in de groepjes leerlingen worden zo de po-gingen verzameld in een tabel (zie Tabel I) Tabel 1 ??e licurLstick van hel f;eliillenv(>orheeld heka hek b hek e b + c (=4,20m) 3,00 m 1,70 m 0,30 m 2,00 m 1,00 m 3,70 in 2,30 m 6.00 m 2,00 m 2,70 m 1,30 m 4,00 m 1,90 m 2,80 m 1,40 m 4,20 m Terecht merken De

Corte en Somers op, dateen dergelijke heuristiek (door hen 'schatten'van het antwcxird genoemd) bij het oplossen 320 Peduf^ogische Studi??n



??? van redactievraagstukken de probleemanalysebevordert en het controleren van de oplossingachteraf stimuleert (De Corte en Somers,1981). De leerlingen kunnen een goede mentalevoorstelling van de structuur van de probleem-situatie vormen, wat de eventuele overgangnaar een formele oplossing door middel vaneen eerste graads vergelijking beter bereikbaarmaakt. De structuur van die oplossing is im-mers dezelfde. Neem voor de lengte van hek aX m. Wat kun je dan zeggen van de lengten vanb en c? Wat moet er bovendien nog gelden?Enz. 2 De organisatie en de kwaliteit van de beno-digde kennis en vaardigheden 2.1 Kennis en het oplossen van problemenPsychologische experimenten met schuif-pu7.zels, luciferstokjes, raadsels c.d. die geenvoorkennis vereisen, missen een belangrijkelement, dat wel verbonden is met het oplossenvan problemen in het onderwijs. De sterkeverhevenheid tussen de beheersing van de tegebruiken wiskundige begrippen en

de te han-teren oplossingsstrategie??n bleek o.a. uit hetonderzoek naar de oplossingsprocessen vaneerste jaars wiskundestudcntcn in Groningen(Doornbos en Van Streun, 1981). R. E. Mayerconcludeert uit een aantal empirische experi-menten dat juist in leerprocessen, die eencreatief oplossen van problemen willen bevor-deren, de leerlingen een rijk schema aan be-grippen en relaties moeten verwerven (Mayer,1974, 1977). Ook andere onder/.oekers wijzenerop dat het vermogen om problemen op eenbepaald gebied te kunnen oplossen sterk ver-bonden is met de kwaliteit en de organisatie inhet geheugen van de benodigde kennis envaardigheden uit dat gebied. Zie b.v. Greeno,1980 of Elshout en Wielinga, 1978. Voor een didactiek van heuristisch wiskun-dc-onderwijs zijn onderzoeksgegevens overgeheiigen, o\ct cognitieve schema's, over debetekenis van begrippen en operaties voor de"plosser en over de mentale voorstelling vaneen probleemsituatie van belang.

2-2 Het geheugen 'n het lange-lermijn-gehetigen wordt de infor-matie gedurende lange tijd vastgehouden,baarbij de opgeslagen informatie langs ver-schillende ingangen bereikbaar blijft. Het kor-te-termijn-geheugen of werkgeheugen neemtnieuwe informatie op en kan deze in ongeveer8 seconden overdragen aan het lange-termijn-geheugen. Informatie uit het lange-termijn-ge-heugen, die b.v. voor het oplossen van eenprobleem beschikbaar moet komen, wordt inhet werkgeheugen actueel gemaakt. Gezien de beperkte omvang van het werk-geheugen is het bij het aanpakken van eenprobleem van bijzonder belang welke infor-matie uit het lange-termijn-geheugen be-schikbaar komt. Krutctskii vond dat ?Š?Šn van dekarakteristieke verschillen tussen leerlingen diezeer goede, gemiddelde of zeer zwakke presta-ties leveren in het Russisch wiskundc-onder-wijs te herleiden valt tot de werking van hetgeheugen (Krutctskii, 1976). Succes in de wis-kunde berust niet op het

onthouden van eengroot aantal figuren, getallen, formules, eigen-schappen en concrete feiten. Het 'wiskundiggeheugen', zoals Krutctskii het noemt, van be-kwame leerlingen heeft een 'gegeneraliseerd'karakter en heeft betrekking op typen proble-men, algemene oplossingsmethoden, rede-neerwijzen, bewijsmethoden, logische samen-hangen. Bekwame leerlingen kunnen informa-tie uit het lange-termijn-geheugen oproepenop versciiillend niveau van globaal naar gede-tailleerd. (Bv. de oppervlakteformule van eendriehoek heeft iets te maken met twee zijdenen een ingesloten hoek, zeer globaal, tot degedetailleerde formule i a b sin y.) Ook de waarnemingen van J. H. Larkin en T.F^eif van oplossingsprocessen van experts (in denatuurkunde) suggereren soortgelijke karak-teristieken van het oplossingsgedrag van des-kundigen (Larkin en Reif, 1979). Experts be-naderen het probleenurnr (,'/()/Â?/Â?/ en tamelijkvaag met woorden of plaatjes, waarna een pro-ces van

op?Š?Šnvolgende verfijningen volgt. Dekennis van de experts blijkt zo gestructureerdte zijn, dat zij dezelfde infomiatie telkens opverschillende niveaus van gedetailleerdheid, insnelle wisselwerking, kunnen hanteren. Voor de didactiek van heuristisch wiskun-de-onderwijs, lijkt het van belang om de leer-lingen te leren het oplossen van problemenhi??rarchisch te benaderen van globaal naar ge-detailleerd. Daarmee corresponderend zullende leerlingen ook moeten worden onderwezenin het beschrijven van hun kennis op ver-schillende niveaus van gedetailleerdheid. Soms l'edagogische Stiidi??n 321



??? blijken vage, verbale of visuele beschrijvingenbijzonder krachtige hulpmiddelen te zijn bij hetmaken van de essenti??le vroege beslissing overde richting waarin de oplossing kan wordengezocht. Een voorbeeld. Vier leerlingen uit 4atheneum zijn onder begeleiding bezig met devolgende opgave uit de herhalingsparagraaf.De opgave luidt: a. Teken de grafiek van de functie f van IRnaar IR x^ 2yJ\. b. Los de beide ongelijkheden 2Vx > ix + 1en 2Vx > ix + 3 op, voor x 8 IR Het eerste onderdeel is voor hen op dit mo-ment standaard. Variaties op het tweede on-derdeel zijn al voorgekomen, alleen niet indeze vorm. Syrike begint het tweede onder-deel onmiddellijk met het kwadrateren vande beide leden van de ongelijkheid2Vx > ix -1-1 : 4x > ix^ -I- x + 1.Begeleider: 'Is dat niet wat riskant, wat jedaar gedaan hebt? Kan dat zomaar?' Syrike: 'Ja, ik dacht van wel.'Erik Jan: 'Dat is ons wel zo verteld.'De vier leerlingen gaan verder en passen op deongelijkheid ^x^ - 3x

-I- 1 < O de a,b,c for-mule toe en noteren tenslotte x,,2 = 6Â? 4V2.Erik Jan: 'Wat moet je nu verder doen?'Er ontstaat een discussie over wat de oplossingXi_2 = 6 Â? 4\/2 nu eigenlijk voorstelt. Devoortgang stagneert. Een impasse.De begeleider stelt een aantal vragen: 'Wat zijnwe nu eigenlijk aan het doen? Je hebt in heteerste onderdeel al de grafiek van x-+ 2\/xgetekend. Kun je nu ook de grafieken vanx ^ ix -H 1 en x^i X -(- 3 schetsen? Kun je inde tekening aangeven, wat er nu met die onge-lijkheden wordt gevraagd? Wat hebben jullienu eigenlijk berekend?'De schets van de probleemsituatie en de verta-ling van de ongelijkheid naar dc tekening helptbij de vorming van een globale menkilc voor-stelling van wat er in de probleemsituatie aan dehand is. De gevonden waarden x,,2 = 6 Â? A\j2worden nu herkend als x-co??rdinaten van desnijpunten van de grafieken en de oplossingvan de ongelijkheid volgt snel. De gebruikteheuristiek, het schetsen van de

probleemsituatieen het herformuleren van het probleem, helptook om bij tal van andere problemen tot eengoede aanpak te komen. Zo'n heuristiek is on-derwijsbaar en valt te leren. In de didactiek zalhet belang van die aanvankelijke vorming vaneen globale mentale voorstelling worden bena-drukt, omdat deze ten sturende en controleren-de functie in het verdere verioop van het oplos-singsproces heeft. 2.3 Cognitieve schema'sDe kennis van goede probleemoplossers opeen bepaald vakgebied blijkt meer georgani-seerd te zijn in samenhangende netwerken vanbegrippen, principes en regels dan in afzon-deriijke onthouden principes of formules. Zo'nnetwerk oischema wordt actief bij het werkenaan een probleem, zodat alle van belang zijndebegrippen en methoden in het werkgeheugenbeschikbaar komen. Deze kennis wordt opera-tioneel gemaakt voor het toepassen bij het op-lossen van problemen doordat de begrippen,stellingen en methoden in die

schema's als hetware van ccn index zijn voorzien, zodat vanuithet probleem die informatie goed bereikbaaris. Ongeoefende, slechte, probleemoplossersbeschikken niet over dergelijke schema's; zijpakken het probleem "mechanisch' aan en re-deneren zonder inzicht in de gehele kennis-structuur. Voor de didactiek ligt hier een bekend aan-knopingspunt. In het Nederlandse wiskun-de-ondervvijs hebben de auteurs Bos en Lc-poeter (ge??nspireerd door het werk over oplos-singsmethoden van Seizen van Kohnstamm) inhun meetkundebocken de theorie na de de-ductieve opbouw opnieuw geordend, zodat de-ze operationeel van ccn 'index' werd voorzienten behoeve van het oplossen van meetkundigeproblemen. Voor het berekenen en bewijzen inmeetkundige vraagstukken werd z?? staps-gewijs een samenhangend geheel van aanwij-zingen opgebouwd. Als in een probleem moestworden bewezen, dat twee hoeken gelijk wa-ren, kon de leeriing teruggrijpen

naar de alge-mene vraag: 'Hoe bewijst men dat twee hoekengelijk zijn?" I Iet antwoord op die vraag vormdeeen soort index van alle mogelijkheden, die inde verschillende hoofdstukken ?¨n boeken in detheorie en de vraagstukken waren voorgeko-men. Bij deze vraag zag de erals volgt uit: a) Met congruentie. b) Met dc stelling: als twee driehoeken tweehoeken gelijk hebben, dan hebben ze ookdc derde hoek gelijk. c) Met gelijkvormigheid. 322 Peduf^ogische Studi??n



??? d) Met de stelling van de gelijkbenigedriehoek. e) Met bogen, ook als in de figuur geen cirkelvoorkomt, maar deze erbij gedacht kanworden. Ook Landa constateerde bij het meetkun-de-ondervvijs dat begrippen en stellingen nietgerelateerd waren aan werkwijzen en opera-ties, die bij het oplossen van problemen nood-zakelijk zijn (Landa, 1976). In zijn onderwijs-experiment ontwierp hij naast een reeks aan-wijzingen voor de leerlingen die betrekkinghadden op de probleemanalyse en het gebruikvan heuristieken, eveneens een operationali-sering van de vlakke meetkunde, die een tref-fende gelijkenis vertoonde met de verzamelingaanwijzingen van Bos en Lepoeter op dit ter-rein. In de praktijk van het wiskunde-onderwijsbotst het opbouwen van samenhangendeschema's vaak met de training in specifieketechnieken (algoritmen) en de opsplitsing vande leerstof in kleine eenheden. Docenten enauteurs van leerboeken hebben sterk de nei-ging om leermoeilijkheden te

voorkomen,door complexe taken, idee??n of ondenverpcn"P te splitsen in reeksen van kleine, afzon-^'-'rlijke leereenheden. Die elk afzonderlijkminder moeilijkheden voor de leeriingen ople-^Â?-'ren, maar de fragmentarische aard van deorganisatie van de wiskundige kennis in het?‹cheugen van de leerlingen versterkt. Het suc-op korte temiijn legt de grondslag voor'?Šrnstiger moeilijkheden in de toekomst. In debespreking van de relatie tussen heuristiekenâ€?-'n algoritmen komt dit punt weer aan de orde. dit moment volstaat de opmerking, dat eenkritische analyse van de leerstof nodig is op"nderlinge samenhang, op voldoende inte-?Ÿraiiemomenten en op een duidelijke opera-''"nalisering voor het gebruik van ile begrip-f^'^n, eigenschappen en regels bij het oplossen^''n problemen. lietekeim en mentale voorstelling^'^n bekend verschijnsel in het wiskunde-on-erwjjs is dat leeriingen wiskundige begrippen'-"n operaties wel formeel kennen en er formeel"ice opereren, maar dat

die begrippen geen''''â– ^c/;Â? voor de lerende hebben. Leerlingenl'Pcrercn klakkeloos met algebra??sche symbo-de zogenoemde 'banketletteralgebra', watOpvalt als er iets mis gaat zoals bija^ + a^ = 2a^ (x + 7): x = 7, V(a + b) =Va + Vb enz- Leerlingen werken met bete-kenisloze regels, zoals in Â§1.3 al is ge??llustreerd(de luciferstokjes). Wat dan weer opvalt, alsdeze regels verkeerd worden toegepast, zoals in-7 + 11 = -4, want + en - geeft -. Leer-lingen (en studenten) reproduceren abstractedefinities, zonder er ook maar ?Š?Šn voorbeeldvan te kunnen geven. 'Tliis nommderstandingperformance breaks down as soon as any stressis put on it. If students are given a problem in aslightly different form than they are used to,they won't be able to do it' (Davis, 1980). In depublikatics van het bekende 'Madison Project',waar R. B. Davis directeur van is, wordt uitge-breid gerapporteerd over de tekortkomingenvan het gangbare wiskundc-ondervvijs, datvooral is gericht op het

manipuleren met sym-bolen, terwijl de begripsvorming te weinig aan-dacht krijgt. Dit handelen zonder inzicht, dat in nagenoegelke wiskundeles valt op te merken, is voor dedidactiek van het wiskunde-onderwijs eenhoofdprobleem. In zijn plenaire toespraakvoor I.e. M.E. IV in Berkeley over 'MajorProblems of Mathematics Education' for-muleerde Freudenthal het als volgt: 'How tokeep open the sources of insight during thetraining process. IIow to stimulate retention ofinsight, in particular in the process of schemati-sing^'' (Freudenthal, 1981). Voor het goed kunnen oplossen van proble-men is het kunnen geven van een inhoud, eenbetekenis aan de formeel beheerste begrippenuit de voorgelegde problemen een voorwaardevoor de vorming van een adequate mentalevoorstelling (Doornbos en Van Streun, 1981).Ook dat speelt in iedere wiskundeles. Waardoet de wiskundedocent een beroep op als vooreen leeriing de uitwerking van 3 : i een pro-bleem blijkt te zijn? Op de

regel'? Delen dooreen breuk is vermenigvuldigen met het omge-keerde'.' Of op een betekenis van het delen('Hoeveel maal gaat 4 in 3'.''), gevolgd d(wr hethelpen bij de vonning van een adequate men-tale voorstelling met gebruikmaking van eenbetekenis van de breuk i;'? Zie Figuur 2. Een vergelijking tussen het hier gebruiktetheoretische begrip 'mentale voorstelling' eneen aantal verwante begrippen is nu op zijnplaats. In dit artikel wordt onder 'mentalev(x)rstelling' het gefiecl aan idee??n en visuele,abstracte, symbolische of numerieke 'beelden'verstaan, dat bij die bepaalde oplosser meer of l'edagogische Stiidi??n 323



??? t1 1 1 ' 1 1 1t 1 1 '1 1 11 1 ' Figuur 2 Een betekenis van 3 : ^ minder bewust aanwezig is. Tijdens het werkenaan het probleem kan die mentale voorstellingzich verder ontwikkelen, totdat de oplossingwordt 'gezien'. Het begrip 'mentale voorstel-ling' is verwant met het begrip interne re-presentatie', wat o.a. veel wordt gebruikt in deinformatieprocestheorie. Een 'interne re-presentatie' omvat het probleem in zijn gege-ven vorm, gewenste eindresultaten, alle deduc-ties uit de gegevens en tussentoestanden(McClintock, 1979). Er is ook een duidelijkeverwantschap met het door De Groot ge-bruikte begrip 'totaalschema', dat zich tijdenshet oplossingsproces bij de oplosser ontwikkelten waarin alle voor de oplosser wezenlijkedoel- en probleemmomenten zijn opgenomen(De Groot, 1946). Dit 'totaalschema' bevat degehele actuele probleemstructurering met alleanticipaties betreffende de oplosbaarheid en demoeilijkheid van het probleem, eventuele

toe-passelijke methoden e.d. Ook andere onder-zoekers van oplossingsprocessen blijken voorde beschrijving van wat er in feite gebeurt bijhet oplossen van problemen behoefte te heb-ben aan een analoog begrip. Zo spreekt DavidTall over 'the concept image\ dat een leerlingvan een begrip heeft (Tall, Vinner, 1981). Indestudie over het aanpakgedrag bij het oplossenvan problemen in de wiskunde en de na-tuurkunde gaat H. Verstralen uitvoerig in op derelatie tussen taal en betekenisveld, aan hetontwikkelen van betekenis bij een taal zoals inde wiskunde en aan de vorming van een'spraakloze voortzetting' van een probleem-situatie (Verstralen, 1980, 1981). Theoretischge??nteresseerden kunnen in een artikel vanP. N. Johnson-Laird over 'mental models' be-schouwingen vinden over de relatie met'meaning' en 'propositional representations'(Johnson-Laird, 1980). Mogelijke be??nvloeding van die mentalevoorstellingen vraagt om de koppeling

vanstukken leerstof aan denkmodellen (zoals inÂ§1.3 aangeduid voor negatieve getallen) enparadigmatische voorbeelden, die in de vormingvan een mentale voorstelling door de leerlingeen sturende en controlerende rol kunnen ver-vullen. (Zie eveneens Di Sessa, 1979). Ook hetleren vertalen naar een andere, b.v. visuele,representatie, kan de bekwaamheid in het op-lossen van problemen versterken. Paige en Si-mon (1966) rapporteren dat leerlingen, die erin slaagden om bij ingeklede vergelijkingen eentekening te maken zekerder en sneller de juisteoplossing bereikten. Wel moeten de didacticusen de docent zich goed realiseren, dat er groteverschillen bestaan in de aard van de mentalevoorstellingen van leerlingen. Krutetskii(1976) onderscheidt leeriingen naar het meet-kundige type, het analytische type en het har-monische type. In zijn experimenten bleken debekwame leerlingen grotendeels van het har-monische type te zijn, maar onder

die bekwa-me leerlingen kwamen ook leerlingen van hetmeetkundige (sterk visueel gerichte) en van hetanalytische type voor. De docent en de didac-ticus doen er dan ook goed aan om een rijkevariatie in denkmodellen of metaforen aan tebieden, opdat zoveel mogelijk leerlingen daaraanknopingspunten voor hun wijze van denkenin kunnen vinden. 3 De probleemanalyse 3.1. Een gangbare aanpakTijdens de probleemanalyse â€” een centrale ac-tiviteit in het heuristisch denken â€” verkent deoplosser het probleem min of meer bewust. Hetonderzoek van de gegevens (situatie-analyse)en van datgene wat gevraagd wordt {deelana-lyse), leidt tot de, vergelijking van de gegevensituatie en het doel {conflictanalyse). Een eerstementale voorstelling van wat er aan de hand isin het probleem wordt gevormd. Door het werken met leeriingen binnen enbuiten de onderwijssituatie ben ik er van over-tuigd geraakt dat de opmerkingen van Gal-perin over

het leren creatief te denlcen de^wig-bare probleemaanpak goed karakteriseren(Galperin, 1979). Hij merkt op, dat de oplossergeneigd is direct naar de oplossing te zoeken endaarom wordt de oplossing niet gevonden.Eerst dient men zich, aldus Galperin, af te vra-gen wat er gegeven is en hoe de voorwaardenvan het probleem zich tot elkaar verhouden. Inons onderzoek naar oplossingsprocessen vaneerstejaars wiskundestudenten valt eveneensde afwezigheid van een systematische pro- 324 Peduf^ogische Studi??n



??? bleemanalyse vaak te signaleren. Terwij! hetdirect proberen van een oplossingsmethodevaak de verdere voortgang blokkeert, omdatsteeds op dat eerste idee wordt teruggekomen(Doornbos en Van Streun, 1981). Vaags komtin zijn studie van het oplossen van technischeproblemen tot de conclusie dat slechte pro-bleemoplossers achtereenvolgens oplossings-schema's voor heel specifieke problemen uit-proberen, waarbij de toepassing van een alge-menere denkmethode (zoals een bewuste pro-bleemanalyse) bij hen wordt geblokkeerd doorde training in specifieke technieken (Vaags,1975). Een soortgelijke aanpak bij â€žzwakke"leerlingen beschrijft Krutetskii (1976). Verscheidene auteurs zijn van mening datdeze gangbare aanpak van problemen sterkwordt bevorderd door het (wiskunde-)onder-wijs en het onderwijssysteem met een sterkenadruk op feitenkennis, het correcte antwoorden het systeem van beloning en straf (Bruner,1962). J. van Dormolen

spreekt in dit verbandvan beloning gerichtheid, in de hand gewerktdoor het maken van lange rijen gelijksoortigesommetjes, het beloond worden voor dieprestatie en het ervaren dat op korte termijnmet klakkeloos geleerde trucs succes kan wor-den geboekt (Van Dormolen, 1975). Ook N.Bicrmann, H. Bussmann en H. W. Niedworok(1977) zijn van mening dat het huidige (in hungeval Westduitse) wiskunde-onderwijs de leer-lingen zo heeft gevormd, dat zij er bijna altijd"P uit zijn zo snel mogelijk oplossingsmetho-den voor heel specifieke typen opgaven te ver-derven. Wat naar hun mening de ontwikkelingVan het produktief vermogen weinig ruimte??eeft cn de onmacht bij niet onmiddellijk teplaatsen opgaven versterkt. Een voorbeeld van dat vragen en zoekennaar de laatste truc uit de goocheldoos in eengewone klassesituatie. Klas 2 atheneum.Op bord staat uitgewerkt:V62 â€? V93 = \/31 -2 â€? \/31 -3 = 3lV6V8 â€? Vl2 = \j4-2 â–  V4-3 = 4\/6 V30 â–  Vl5 = V15-2

â€? Vl5 = 15V2 Een vinger van ?Š?Šn van de betere leerlingen:j^eneer, de factor, die er voor moet, die krijgje zeker door van de grootste de kleinste af te trekken.' Een bijlessituatie. Een studente (Jeanette)l^elpt Rinse, die de overstap van mavo-1 naarnavo-2 heeft gemaakt. Op de mavo was hij erg??oed, maar nu gaat het slecht. Alleen rijtjes van dezelfde soort sommen lukken goed, ten-minste als de eerste is voorgedaan.J.: Wat is (a + b)^? R.: (a + b)2 = a^ + b^. De haakjesmethode. J.: Hoezo? Haakjesmethode? R.: Nou, (2-3)3 = 23-3'. J.: Ja, maar keer is toch een heel andere bewerking dan optellen?R.: Oh. Dus de haakjesmethode mag alleen maar met keer.J.: Je wilt de haken wegwerken. Schrijf heteens helemaal uit. Dan zie je wat er ge-beurt. (a + b)2 = (a + b)(a + b). Hoereken je dat uit?R.: Haakjesmethode.J.: Hoe dan? R.: Eerst a-a, dan a b, dan b-a en dan nogb-b. J.: Dus wat heb je dan?R.: a2-2ab-b2.J.: Is dat wel goed?R.: Ja toch, a-a = a^, ab -I- ab =

2ab enb-b = b^? J.: Jawel, maar je hebt overal - tussen staan.R.: Is dat fout?Enz., enz. Vervolgens gaat Jeanette proberen om vanvoren af aan een meer adequate mentale voor-stelling bij Rinse op te bouwen. In dit gevalmiddels het schematiseren vanuit het denk-model van oppervlakteberekening.Zie Figuur 3. Het slotwoord van Rinse was: 'Nou, zo had ikhet nog nooit bekeken. Met zo'n tekening. Nuzie je tenminste wat je doet.' Christa, 4 atheneum, klaagde: ik probeeraltijd maar te onthouden, wat ik bij zo'n soortvraagstuk achtereenvolgens moet doen. Waar-om dat moet, weet ik niet. Alleen zijn devraagstukken op het proefwerk net even an-ders en dan weet ik het niet meer.' De leerlingen, die in het Madisonprojectwerden ge??nterviewd, verklaarden dat 'onedoes mathematics by following directions andnot by being clever, nor by thinking about whatone is doing' (Davis cn McKnight, 1980). 3.2 Een tweetal uitgewerkte voorbeeldenLanda bespreekt ergens

(Landa, 1972) eenaantal voorbeelden van vragen, die het heuris-tisch denken bij de leerlingen al dan niet kun-nen stimuleren. Het eerste voorbeeld wordt nu l'edagogische Stiidi??n 325



??? 3.3 ab 3.2 2.2 2.3 ba b2 0=9+6+6+40= (3 + 2)2 O = a2 + ab + ba + b^0 = (a+ b)2 X a b a a2 ab b ba b2 Figuur 3 Een betekenis voor (a + b)^ verder uitgewerkt. Zie voor de opgave Figuur 4. Landa gaat er van uit dat de leerling alle moge-lijke oplossingspogingen heeft ondernomen,allerlei hulplijnen heeft getrokken, maar niet instaat is geweest de oplossing te vinden. Deleraar begint nu de leerling vragen te stellen omhem op de juiste weg te brengen en hem teleren in het algemeen zulk soort opgaven op telossen. Landa geeft de volgende dialoog.Leraar: Tot wat voor figuur behoren delijnstukken AB en BC? Leerling: Tot driehoek ABC.(De eerste vraag heeft betrekking op de gege-ven situatie, situatie-analyse.)Leraar: Wanneer zijn de zijden AB enBC in de driehoek ABC gelijk?Als die driehoek gelijkbenig is.En wat moet je weten om te be-wijzen, dat een driehoek gelijk-benig is? Dat hoek BAC gelijk is aan hoekBCA. (Het doel, namelijk het bewijs

dat AB = BC,wordt nu nader geanalyseerd en vervangen Leerling:Leraar: Leerling: 326 Peduf^ogische Studi??n



??? door een daar aan gelijkwaardige bewering.Doelaiuilyse met gebruikmaking van relevantekennis. Namelijk van de eigenschap dat eendriehoek gelijkbenig is, als de basisboeken ge-lijk zijn.) Leraar: Hoe kun je de gelijkheid van die hoeken bewijzen?Leerling: Zwijgt. (Het probleem is getransformeerd, maar nu iser behoefte aan kennis in operationele vorm.Zie het voorbeeld van Bos en Lepoeter in82.3.) Leraar: Kijk eens of je hier niet de stel-ling kunt gebruiken, dat tweegrootheden gelijk zijn, als zij ge-lijk zijn aan een derde grootheid?Wat zou je in dit geval moetenbewijzen? (Ook Bos en Lepoeter gaven in hun school-boeken dergelijke algemene oplossings-schema's, zoals: Als a = c en b = c dan isa = b.) Leerling: Dat hoek BAC gelijk is aan hoekDCO. Hier eindigt de dialoog, zoals Landa die geeft,op een moment, dat het probleem nog lang niet's opgelost. De voornaamste moeilijkheid be-staat namelijk uit het trekken van een geschiktehulplijn. In dc klas wordt

bekeken hoe je hetVerschil tussen de gegevens (?Š?Šn kolom op hetbord en in de schriften) en dat wat je bewijzenof berekenen moet (de tweede kolom) kuntverkleinen. Conflictanalyse. Uit de analyse van het doelblijkt geen voortgang meer te verwachten.Daarom terug naar de gegevens. B.v. als volgt:Leraar: Kijk nog eens naar de gegevens. Heb je die allemaal gebruikt?Ik weet het niet. Ik heb nog nietsgebruikt. Kijk eens naar de tekening. Zijnalle gegevens daar in terug tevinden? Nee. AB is raaklijn. Daar heb-ben we een stelling over gehad.Ja? De raaklijn staat loodrecht op destraal naar het middelpunt.Ja. Kun je dat gebruiken?Ik trek die straal, dus AO.De beslissende transformatie van het probleemis uitgevoerd. De oplossing volgt snel als in detekening een geschikte notatie voor de hoeken,die samen 90Â°zijn, wordt ingevoerd. (B.v. hoekBAC is xÂ° en hoek CAO is yÂ° metxÂ° -I- yÂ° = 90Â°. Het invoeren van een geschiktenotatie is overigens een

heuristiek.) De klassieke meetkundeproblemen, zoalsdeze opgave van Landa, lenen zich bijzondergoed voor het leren analyseren van een pro-bleem. (Zie b.v. Polya, 1946.) Dat is ?Š?Šn van deredenen waarom de bekende wiskundige R.Thom het verdwijnen van veel meetkundigeleerstof sterk betreurt (Tliom, 1971). Niet omde leerstof zelf, maar om de probleemaanpaken dc algemene denkmethoden, die met behulpvan die leerstof kunnen worden onderwezen.Maar ook bij sterk gealgoritmiseerde leerstof,zoals het oplossen van vergelijkingen, kan ex-pliciet van de techniek van de probleemanalysegebruik worden gemaakt. Een illustratie uiteen videofragment van groepswerk in klas 2atheneum. Het stencil geeft het volgende voor-beeld: Los op: 2x + 8 = X + 1 als x E OOplossing: 2x + 8 = x + 1 (eerst x aftrekken) X -I- 8 = O -H 18 8 (nu 8 aftrekken) X = -7o.v. = {-7} Leerling: Leraar: Leerling: Leraar:Leerling: Leraar:Leerling: l'edagogische Stiidi??n 327



??? Vier meisjes Sita, Angela, Grieta en Dirkje zijnbezig met de volgende opgave:Los op: 5 + 3p = 1 + 2pEen fragment: Dirkje: 'Hoe kan dat nou? 5 + 3p = 1 + 2p1 1 4 + 3p = 2p Het is toch moeilijker dan ikdacht.' Angela: '4 + 3p = 2p dus 4 + p = O'Dirkje: 'Dan moet p helemaal min zijn.'Sita: 'Ja ...' Even later. Dirkje: 'H?Š, 4 + p = O, hier trek je 2p af Â?n daar trek je 2p af.'Sita en Angela: 'Ja.'Dirkje: 'Nou en dan ...'Angela begint opnieuw: '5 + 3p = 1 + 2pHier moet je nul van maken. Indeze getallen moet de p nul...'Dirkje: 'Iets plus p is nul, dus p = -6, nee -4.'Angela: '3p = 2p - 4p = -4 Kijk links moet je altijd p heb-ben. Links moet je een open be-wering van maken en rechts moetje getallen zien te krijgen.'Dit is een illustratie van de stelling van H. A.Simon (1980) dat een zwak van veel onderwijsen veel leerboeken is, dat wel regels wordengeleerd, maar dat er niet wordt aangegevenonder welke omstandigheden die regels metvrucht kunnen worden toegepast. Wat

het doelis van het gebruik van die regels. Het voorbeeldin het stencil geeft wel aan, dat er afgetrokkenmag/moet worden (de regel), maar formuleertniet expliciet, wat het doel is van het toepassenvan die regel of wanneer die regel moet wordengebruikt. Dit groepje meisjes destilleert zelf uithet voorbeeld zo'n gebruiksaanwijzing. Name-lijk dat er eerst van beide leden de eerste termna het gelijkteken moet worden afgetrokken.In het voorbeeld van het stencil is dat toevalligeen x, in hun opgave een 1. Het is Angela, diereflecteert op de gevolgde oplossingsmethodeen het probleem opnieuw gaat analyseren. Zeformuleert het doel, er moet zo iets uitkomenals p = .... Daarom moet je de getallen uit heteerste lid zien weg te werken (door toepassingvan de regel) en evenzo de termen met p uit hettweede lid. Niets anders dan de algemene stra-tegie van het vergelijken van de gegeven situa-tie en het doel dat moet worden bereikt, metgebruikmaking van de

beschikbare middelen.Even goed toepasbaar op b.v. een gecom-pliceerdere vergelijking als:3x - 4 (x -I- 2J) = 9 - ix. 3.3 Karakteristieken van de probleetnanalyse2k)wel in het klassieke onderzoek van Duncker(1935) naar oplossingsprocessen, als in het re-centere onderzoek van b.v. Pushkin (1975) enKuljutkin (1975) zijn de drie al genoemde ka-rakteristieken van de probleemanalyse te on-derscheiden. Bij de situatie-analyse vraagt de oplosser zichaf of hij de gegeven begrippen en relaties kenten onderzoekt hij de directe gevolgen van devoorwaarden en de onderlinge samenhang vande gegevens. Deze inspectie van de situatieverloopt meestal ongericht, het gaat om hetzoeken van benaderingswijzen, het ontdekkenvan eigenschappen van de probleemsituatie,het opsporen van voor de oplossing relevanteverbanden. Vragen van de leraar zijn b.v.:Watis gegeven? Kun je een tekening maken? Kunje een voorbeeld geven van een dergelijke si-tuatie? Zie je

een aantal directe gevolgen vande gegevens? Welke voorwaarden moeten ver-vuld zijn? De juiste oplossingsidee??n ontstaan vaak tij-dens de doelanalyse, als de oplosser zich af-vraagt, wat eigenlijk aangetoond of berekendmoet worden. De aard van de doelanalyse issterk afhankelijk van het type opgave. In bc-wijsproblemen is het doel al geformuleerd enkan vaak heel goed vanuit het doel terug wor-den geredeneerd. Vindproblemen, zoals hetbepalen van de oplossing van een vergelijkingof het berekenen van een lijnstuk vragen eenander soort activiteit bij de doelanalyse. En bijopen problemen omvat de doelanalyse vaakhet aftasten van een heel gebied van mogelijkedoelen, die in overeenstemming zijn met degegeven voorwaarden. Vragen van de leraarzijn b.v.: Wat moet er eigenlijk worden aange-toond? Wat moet er worden berekend? Ken jeeen bewering die gelijkwaardig is aan de tebewijzen bewering? Welke combinaties vanvoorwaarden zijn

voldoende om het toewijs televeren? Kun je het doel ook anders formule-ren? Al tijdens de situatie-analyse houdt de op-losser het doel van de opgave in de gaten en bij 328 Peduf^ogische Studi??n



??? de doelanalyse de voorwaarden van het pro-bleem. De conflictanalyse kenmerkt zich doorhet heen en weer switchen van de gegevens vande probleemsituatie naar het gevraagde. Nauwhiermee verwant is de werkwijze, die in deinformatieprocestheorie 'mcans-ends analysis'wordt genoemd. Er is een bepaalde situatiegegeven en een daar van verschillende situatiemoet worden bereikt. Het verschil tussen dietwee situaties wordt bepaald en het geheugenwordt afgezocht om een operator te vinden, dierelevant is voor het reduceren van het verschil.Zo'n operator wordt toegepast, waarna hetresultaat wordt onderzocht om te zien of hetverschil tot stand is gebracht. Volgens H. A.Simon (1980) speelt de 'mcans-cnds analysis"een centrale rol bij het oplossen van problemenen maken experts er veel gebruik van, als zeeen nieuw gebied betreden en nieuwe dingenleren. Vragen van de leraar zijn b.v.: For-muleer het probleem nu eens in je eigen woor-den? Waar zit de

moeilijkheid? Welke eigen-schappen of regels kunnen helpen? Kun jeeerst een deel van het probleem oplossen?Welke voorwaarde zit je dwars? Wat gebeurter als je die voorwaarde even buiten beschou-wing laat? 4 Ih'iiristickcn cn algoritmen 4.1 De onderlinge relatieBehalve de denkmethode van dc probleem-analyse worden heuristieken en algoritmen alsdenkmethoden genoemd. Heuristieken zijnwerkwijzen, die kunnen helpen bij de pro-bleemanalyse en bij dc verdere ontwikkelingvan het probleem, m.a.w. zij dragen bij aan devorming en ontwikkeling van de mentaleV(X)rstelling van de probleemsituatie. In dit ar-tikel zijn al een aantal voorbeelden van heuris-tieken aan de orde geweest, namelijk het on-derzoeken van speciale gevallen (het proberenvan getalicnvcwrbeelden bij rcdactievraag-stukkcn) cn het maken van een tekening (hetschetsen van de grafieken bij dc wortelon-gclijkheid, het visualiseren van 3 : i). Algorit-men zijn methoden, die bij correcte

toepassinghet probleem gegarandeerd naar de oplossing'ciden. Zij behoren in de wiskunde meestal totde vakkennis van een bepaald deelgebied.Zoals al in de inleiding is opgemerkt, is hetTH'gelijk om een groot deel van de school-wiskunde in regels en algoritmen uiteen te ra-felen en te onderwijzen. De waarschuwing vanP.M. van Hiele (1973) tegen deze praktijk inhet wiskunde-onderwijs heeft m.i. nog nietsvan zijn geldigheid verloren. 'De gevolgen vandeze gerichtheid op het snel verwerven vanalgoritmen zijn ernstig. De eenzijdige algorit-menbeheersing maakt het noodzakelijk bijieder veld nieuwe algoritmen te laten aanleren.(De leerlingen hebben immers niet geleerd,hoe zij zelf nieuwe algoritmen moeten ontwik-kelen bij een gegeven nieuwe situatie!) Ge??so-leerde algoritmen worden snel vergeten, omdatze niet voldoende verankerd zijn in het geheu-gen. Door het leren aanvaarden van door an-deren gevonden samenhangen of methodenkomt men er toe deze in

situaties toe te passen,waar zij niet gelden.' In heuristisch wiskunde-onderwijs wordenalleen die algoritmen onderwezen, die eenleerdoel op lange termijn dienen. Algoritmen,die vaak van pas komen in de laatste fase vanhet oplossen van problemen. Leerlingen zullenhet doel van zo'n algoritme moeten kennen endeze als specialisatie van een algemene denk-methode moeten kunnen ontdekken of als eenverkorting van een al meermalen gebruikteoplossingsmethode. Het ontdekken van algo-ritmen kan heel goed probleemgericht gebeu-ren. Een voorbeeld. In de derde klas van hetvoortgezet onderwijs wordt het zogenaamde'kwadraat afsplitsen' onderwezen om daarmeedc oplossing van een tweede graads vergelij-king te bepalen. Dit 'kwadraat afsplitsen' wordtook gebruikt om de top van ccn parabool uit deparaboolvergelijking te bepalen en het wordtb.v. ook gebruikt bij de bepaling van het mid-delpunt van een cirkel, waarvan de vergelijkinggegeven is. Al met al een

algoritme dat demoeite van het leren waard lijkt. Een pro-bleemgerichte aanpak kan b.v. uitgaan van dcvolgende probleemstelling: 'Zoek de oplossingsverzameling van de vol-gende vergelijkingen: x^ - I6x + 64 = 0;X-' = 16; (X - 1)= = 49; x^ = 8x + 2; x^ = ();x^ = -9; x^ - 5x = 9.'In een gesprek met dc klas zal de leraar vragenstellen zoals: 'Welke kon je oplossen? Waarom die andereniet? Wat is de moeilijkheid? Kun je die verge-lijking ook zo veranderen, dat het een opgavewordt, die je wel kunt oplossen?'Dc probleemanalyse en de heuristiek 'herleidentot een eenvoudiger geval' brengen zo de klas op l'edagogische Stiidi??n 329



??? het spoor van het algoritme. In het recente onderzoek van De Leeuw enVan 't Riet naar 'setvorming' is onbedoeld (ennauwelijks gesignaleerd) een treffend voor-beeld te vinden van de bezwaren die kleven aange??soleerde training in algoritmen. Leerlingenvan de brugklas kregen een training in algorit-men voor het voortzetten van rijen. De enegroep kreeg de twee algoritmen ieder afzon-derlijk in blokvorm gepresenteerd, een tweedegroep werd de algoritmen door elkaar heengeleerd, een derde controlegroep kreeg geeninstructie in algoritmen. Deze laatste groeppresteerde op de natest, met kritische en ex-tinctieproblemen significant beter dan de tweeeerste groepen. Omdat de samenstelling van decontrolegroep op de gemeten factoren niet sig-nificant verschilde van de beide andere, ligt deconclusie m.i. voor de hand. Niet be??nvloeddoor een algoritmische instructie vatten dezeleerlingen de opgaven op als problemen, waarze zelf door enig denkwerk

wel uit kondenkomen (De Leeuw, 1981 en Van 't Riet, DeLeeuw, 1980). Tot slot een citaat van Davis en McKnight(1980) over het leren van algoritmen:'Many currently influential movements- "backto basics" and the growing use of computcr-as-sisted Instruction for "drill and practice" aretwo good examples - appear to disrcgard se-mantic knowledge (i.e. ""meaning" and "///i-derslamling") and to focus on rote drill for"meaningless" algorithmic performance. If, aswe believe, meaning is hard to teach succesful-ly, if meaning is something students are discli-ned to use, and at the same time meaning is theonly effective foundation for triily powerful al-gorithmic performance these "back to basics"type movements can casily prove harmful.They seek to improve student performance bysimplification, but the simplificalion they seekmay leave large numbers of students with im-poverished cognitive resources that will hand-icap them in the long run.' 4.2 Voorheelden van

heurLstiekenZoals al opgemerkt spelen heuristieken mee inde probleemanalyse en de ontwikkeling vanhet probleem. Toepassing van heuristiekenhelpt het logisch mogelijke 'zoekgehied' te be-perken en helpt bij de vorming van een hypo-these betreffende het eindresultaat (in com-plexe problemen een tussenresultaat). L. L.Gurova (1972), Ju Kuljutkin (1975) en G. Polya (1946) stellen dat heuristieken van nutzijn bij het zoeken en ontdekken van oplos-singsmethoden ?¨n dat heuristieken methodenzijn om het aantal oplossingsmethoden in teperken. Een drietal heuristieken zijn al in devoorbeelden naar voren gekomen, namelijk:Het onderzoeken van (getallen) voorbeelden.Het tekenen van een plaatje, een grafiek.Het herleiden tot een bekend geval.Anderen zijn b.v.: Het tijdelijk laten vallen van een bepaaldevoorwaarde van het probleem.Het opsplitsen van het probleem in deelpro-blemen. Het onderzoeken van uiterste gevallen.Het (onder)zoeken van

analoge probleem-situaties. Het (onder)zoeken van speciale gevallen.Nog een illustratie, namelijk van de vierdeheuristiek. Een opgave in 4 havo: 'Bepaal de vergelij-king van de cirkel, die de X-as en de Y-as raakten door (8,1) gaat.' De leraar stelt voor omeerst maar eens een schets te maken. Kan heteigenlijk wel? Als het probleem moeilijk blijkt,dan kan een heuristiek helpen. Laat eens ?Š?Šnvan de drie voorwaarden vallen. Teken eens wat w cirkels, die aan de overblijvende voorwaardenvoldoen. Hebben die een gemeenschappelijkeeigenschap (invariant)? Al zoekende komt zode vergelijking vah de cirkels, die de X-as en deY-as raken in zicht nl. (x - a)2 + (y - a)2 = a^. Substitutie van (8,1)geeft a. 5 De ontwikkeling van hel probleem Tijdens het oplossingsproces ontwikkelt dementale voorstelling van de probleemsituatiezich verder. Tijdens het werken aan een oplos-singsvoorstel vindt een verscherping en spe-cialisering van de probleemstelling plaats.

Opieder ogenblik van het denkproces bestaat dezementale voorstelling en vertoont een bepaaldeontwikkelingsstand, waar de oplosser zich nietaltijd van bewust is. Navraag tijdens het oplos-singsproces kan die ontwikkelingsstand van hetprobleem meer bewust en zichtbaar maken,hoewel navraag ook zelf weer de ontwikkelingvan het probleem bij de oplosser kan be??nvloe-den. Pogingen van bekwame leerlingen om een(wiskundig) probleem op te lossen zijn veelal 330 Peduf^ogische Studi??n



??? bewust georganiseerd volgens een bepaaldp/anen blijken vaak in de vorm van een mentaalexperiment voor te komen. 'Als ik nu eens. .dan . ..'. Alleen op het laagste niveau zijn dezepogingen giswerk, waarbij de leerlingen zichniet realiseren, waarom pogingen worden on-dernomen en wat het resultaat daarvan kanzijn. Het plan voor de komende operatieswordt min of meer bewust gevormd (resp. op-gesteld) op basis van de informatie, die is ver-kregen bij de pogingen om de probleemsituatiete onderzoeken. Zwakkere leerlingen blijvenook bij moeilijke problemen proberen recht-streeks door toepassing van een algoritme hetprobleem op te lossen. (Aldus Krutetskii,1976). Om de leerlingen te Ieren een doelmatig planop te stellen, kan nog worden gewezen op de albesproken werkwijze, waarbij wordt begonnenmet eer, globale beschrijving van het probleem,gevolgd door het achtereenvolgens verfijnen endetailleren-, uiteraard naast het al genoemde bijde

probleemanalyse en de heuristieken. Ge-durende de loop van de oplossing is een tus-sentijdse evaluatie van de gekozen oplos-singsmethode eveneens een kenmerk van goedoplossingsgedrag. De informatie van elke po-ging wordt vergeleken met andere informatie,waarbij wiskundige ervaringen uit het veriedenten grondslag liggen aan de keuze van de rich-ting van het zoekproces. 6 Het onderwijzen van denkmethoden hl het kader van dit artikel kan niet wordeningegaan op de meest geschikte leerinhoudenvoor heuristisch wiskunde-onderwijs. Noch opde vraag welke problemen voor leerlingen in-teressant, motiverend of uitdagend zijn. In depublikaties van Freudenthal (1973, 1978), vanWISKOBAS-medewerkers en van anderemedewerkers van het I.O.W.O. zijn veel voor-beelden te vinden van leerinhouden en leer-materiaal, die zich uitstekend lenen voor pro-bleemgeori??nteerd wiskunde-onderwijs. Ookover het bevorderen van een gunstig affectief'klimaat' in

de klas en de meest gunstige afwis-seling van klassediscussie, zelfstandig werkenen werken in kleine groepen valt nog heel watte zeggen. De belangrijkste vraag is evenweldie naar de wijze waarop de besproken denk-methoden kunnen worden onderwezen. Polya beschouwde zijn schema van vragenen aanwijzingen, als een adviesschema voor deleraar, die telkens weer die denkmethodenvoor de leerlingen zou moeten demonstreren.In de verwachting dat leerlingen deze zoudenovernemen en zelf gaan gebruiken (Polya,1946). In verschillende onderwijsexperimen-ten, gericht op het bevorderen van de be-kwaamheid om problemen in een bepaald vak-gebied op te lossen, spelen handelingsvoor-schriften een rol van betekenis. Het geheel vandenkmethoden, dat men wil onderwijzen,wordt nauwkeurig schriftelijk vastgelegd in hethandelingsvoorschrift dat aan de leerlingenwordt gepresenteerd. De impliciete overdracht van denkmetho-den, waar Polya op doelde,

staat een bewustgebruiken van die methoden door de leerlingenen de transft-r naar andere gebieden in de weg.Het gevaar van een handelingsvoorschrift isevenwel dat het door leerlingen klakkeloos, alsschabloon, wordt gevolgd. Terwijl het ook nieteenvoudig is om in een handelingsvoorschriftde verscheidenheid in de individuele benade-ringen door leerlingen recht te doen. In het onderzoeksproject 'Heuristisch wiskun-de-onderwijs', een onderwijsexperiment ge-richt op het 'onderwijs in 4 atheneum en hetschoolvak wiskunde-1, dat voorbereid wordt inde werkgroep voor didactiek van de wiskundevan het Mathematisch Instituut van de Rijks-universiteit Groningen, is gekozen voor de vol-gende onderwijsstrategie. De bestaandeleerstof (en de leerboeken) worden op de inhoofdstuk 2 genoemde aspecten doorgelicht enverrijkt met problemen, waarin iets algemeensontdekt moet worden of problemen, die aan-leiding kunnen zijn om algemene denkmetho-den te leren.

Aan de hand van die problemenkunnen de leerlingen van hun eigen ervaringenen van die van medeleerlingen leren, welkedenkmethoden voor hen bruikbaar zijn. Hetlaten verwoorden van hun aanpak, hun werk-wijzen, hun moeilijkheden en de door hen ge-volgde oplossingsstrategie??n heeft daarbijgrote waarde. Door het terugblikken op de ei-gen oplossingsweg en die van anderen krijgende leeriingen de kans om de oplossingsmetho-den en de resultaten te wegen. Dit rejlecterenop de eigen aanpak, op het eigen Ieren, op deeigen wiskundige activiteiten zal moeten leidentot een zelf opgesteld, individueel bepaald,handelingsvoorschrift. De leraar, die in zijn do-centenhandleiding een bespreking vindt van de l'edagogische Stiidi??n 331
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