
??? A.TREFFERS Vakgroep Onderzoek Wiskundeonderwijs &Onderwijs Compittercentrwn, R. U. Utrecht Samenvatting IVe beginnen onze beschouwing over het wis-kundige cijferen met een schets van de algemenekenmerken. Het belangrijkste verschil met detraditionele aanpak blijkt het streven naar inzichtin de cijferprocedures te zijn. Daarna wordt eenbeschrijving van de vakdidactische en ander-wijsleertheoretische achtergronden van het wis-kundige cijferonderwijs gegeven, waarbij de im-plicaties van het werk van resp. Dienes, Bruner,I'iaget, Gal'perin en Resnick aan de orde ko-men. In de derde paragraaf beschouwen icc deknelpunten in de cijj'erleergang zowel van detheoretische gezichtshoek als van de kant van hetonderzoek, waarbij naar voren komt dat vooralde kwesties van de toepasbaarheid en leerstofor-dening als kritische punten aangemerkt moetenworden - punten die ook in de theoretische om-kledingen van het wiskundige cijferen onvol-doende

aandacht gekregen hebben. Dan volgteen indicatie van een alternatieve opzet, welkekort aangeduid kan worden als ge??ntegreerd cij-feren volgens het principe van de progressieveschematisering. En ii't' eindigen met een samen-vattend overzicht. I Algemene kenmerken van het wiskundigecijferen Vanaf het begin van de jaren zestig voltrektzich internationaal een ingrijpende verande-ring van het rekenonderwijs welke algemeenmet de aanduiding 'wiskunde-onderwijs op debasisschool' wordt uitgedrukt. Het betreft hierzowel vernieuwing van leerstof als verandering Met dank aan Aad Goddijn (OW & OC) v(X)r dckritische analyse van een eerdere versie van dit arti-kel. van bestaande leergangen. Nieuwe onderwer-pen als meetkunde, meten, statistiek en kans-rekening doen hun intrede en aloude als cijfe-ren, breuken en verhoudingen worden gewij-zigd. Toch is het niet zo, dat binnen de internatio-nale beweging van het wiskunde-op-de-basis-school eensluidende

gedachten over het on-derwijs aan kinderen van 4 tot 12 jaar zoudenbestaan. Niets is minder waar: er zijn tenminstevier richtingen te onderscheiden, te weten: dearithmetische, de structurele, de empirische ende realistische, die onderling aanzienlijke ver-schillen vertonen (Treffers, 1978). Maar het cijferonderwijs vertoont bij dezeverschillende stromingen wel degelijk eengrote mate van overeenkomst. Er kan dan ookgevoeglijk over d?Š algemene kenmerken vanhet cijferen in het wiskunde-onderwijs op debasisschool gesproken worden, zonder ?Š?Šn vande genoemde richtingen als geheel tekort tedoen - zij het dat daarbij uitdrukkelijk eenvoorbehoud voor enkele bijzondere uitwerkin-gen uit met name de realistische richting ge-maakt moeten worden, waarover later meer. We zullen nu eerst de algemene kenmerkenvoor het micro- en macroniveau van de cijfer-leergang beschrijven. 1.1 Toenemende .'ichematisering op micro-ni-veau Aan de hand van de aftrekking

'57-18' onderelkaar geschreven, lichten we toe op welkeschematiseringsniveaus deze opgave gewoon-lijk opgelost en genoteerd wordt.1. De berekening geschiedt met bijvoorbeeldM.A.B.-materiaal (Multibase ArithmeticBlocks) bestaande uit 'losse' kuben, staafjesdie 10 lossen bevatten, platten van 10staafjes en blokken van 10 platten - eenbepaald soort inpakmateriaal dus. Vervol-gens wordt de oplossing in een passend po-sitiesehema genoteerd. De handeling ver-loopt in grote lijnen als volgt: 57 wordt met5 staven en 7 lossen 'uitgelegd'. Vervolgensmoeten van dit stapeltje 8 lossen gehaaldworden, wat niet blijkt te lukken, dus wordtI staaf ingeruild voor 10 lossen. Van de Basisalgoritmen in het wiskunde-onderwijs op debasisschool* Pedagogische Studi??n (1982 (59) 471-483 Pedagogische Studi??n 471



??? collectie van 17 lossen en 4 staven die ont-staan is, worden nu resp. 8 lossen en 1 staafafgehaald, zodat 17-8=9 lossen en4-1=3 staven resteren. Het resultaatwordt dan genoteerd als in Figuur 1 weer-gegeven. 17 8 Figuur 1 Aftrekking in positicschema 2. Het startgetal 57 wordt op de abacus gezet(De Jong. 1977). Hierna probeert het kinder 18 af te halen, wat niet zonder meer gaat.Daarom moet het eerst inwisselen (Figuur2). 3. Er wordt geen inwisselmateriaal of abacusmeer gebruikt, maar de notatiewijze metpositiestrepen verwijst nog wei naar dezepositiespullen. 4 17 of 4 5 7 5 7 18 18 3 9 4. De algoritme wordt volgens de standaard-manier uitgevoerd en genoteerd. 4 57 of 57 18 18 19 19 Nu is kenmerkend voor het cijferen in het wis-kunde-onderwijs dat de geschetste fase-ge-wijze benadering van de standaard-algoritmebij ieder nieuw deelgeval herhaald wordt. Alsdus volgend op het aftrekken van twee-cijfer-getallen het verschil van twee getallen met

driecijfers bepaald moet worden, waarbij zich ui-teraard nieuwe problemen kunnen voordoen(bijvoorbeeld met de nul op de middelste posi-tie), dan start de leergang steeds opnieuw metinwisselmateriaal en bijbehorend schema, eneindigt via enkele tussenstations bij de meestverkorte vorm van de eindalgoritmen. Dezewerkwijze van toenemende schematisering ophet micro-niveau per deelgeval wordt ook bijhet optellen, vermenigvuldigen en delen toe-gepast. De globale lijn van de deelleergang opmacro-niveau beschouwd, wordt echter net alsbij het traditionele cijferen, bepaald door detoenemende complicering van de opgaven. 1.2 Progressieve complicering op macro-ni-veaii Bij de ordening naar toenemende rekenkun-dige complexiteit wordt verondersteld dat demoeilijkheidsgraad van de opgaven atliangtvan de grootte van de getallen, het aantal in-wissel* of leenhandelingen dat bij de verschil-lende bewerkingen verricht moet worden, deverschillende posities die de

nul kan innemenen de vereiste rekenvaardigheid die aan eencorrecte uitvoering van de operaties ten grond-slag ligt. Evenals bij het traditionele cijferen in hetrekenonderwijs, geldt ook voor het wiskimde-onderwijs in z'n algemeenheid dat iedere stapin de steeds complexer wordende leergang de-finitief wordt afgehandeld, hetgeen betekentdat steeds weer bij ieder deelgeval naar deeindvorm van de algoritme wordt toegewerkt.Pas als de kinderen het betreffende deelgeval- bijvoorbeeld het vermenigvuldigen van eengetal met 1 cijfer met een getal van 2 cijfers -volledig beheersen, wordt de volgende stap inde leergang gezet i.e. het vermenigvuldigen vaneen ?Š?Šn-cijfergetal met een drie-cijfergetal.Daarbij wordt, indachtig het vorige algemenekenmerk, in principe de standaard-algoritmesteeds weer van de concrete ondergrond metbehulp van inwisselmateriaal opgebouwd.Maar zoals gezegd, geldt dit op het micro-ni-veau van de deelgevallen op zich en wordt demacro-

uitlijning ook hier wel degelijk door devoortschrijdende complicering bepaald. 472 Pedagogische Sliidii'ii



??? 1.3 Talstelsels Uit de gevolgde werkwijze van de toenemendeschematisering per deelgeva! kan men opma-ken dat er bij het leren cijferen binnen hetwiskunde-onderwijs een duidelijk streven naareen inzichtelijke fundering van de standaard-algoritme is waar te nemen. Dit komt mede inhet rekenen binnen andere talstelsels tot uit-drukking, of preciezer: bij het rekenen in posi-tiesystemen met een andere basis dan de tien-tallige. De voornaamste bedoeling daarvan isnamelijk om de essentie van het positiesysteemin algemene zin te verduidelijken en daarmeeeen begripsbasis voor de cijferprocedures teleggen. Zo krijgen de kinderen in het derdeleerjaar opgaven in de trant van '24+ 13" onderelkaar (Figuur 3). + basis vijf Figuur Optellen in basis vijf 'Basis vijf houdt in dat vijf lossen ingewisselddienen te worden voor ?Š?Šn staaf, vijf stavenvoor ?Š?Šn platte, etc. Dat levert in ons voorbeeld'3+4' lossen op, of te wel I staaf en 2 lossen,gevoegd bij "2+1 =3" staven,

geeft in totaal 4staven en 2 lossen:I 2442 Rekenen in basis vijf is dus als het ware reke-nen met ?Š?Šn hand in de zak: vijf is ?Š?Šn handvol,zeg vuist, en het getal '42' dient dan op die basisge??nterpreteerd te worden als 4 vuisten en nog2, ofwel in ons decimale stelsel als 4x 5+2=22.In de meeste nieuwe wiskunde-methoden vindthet rekenen in andere talstelsels op beperkteschaal plaats: het is niet zozeer een doel in zich,doch dient voornamelijk als ondersteuning vanhet inzichtelijk rekenen c.q. cijferen. 1.4 Min of meer ge??soleerde eijferleergangEvenals bij het traditionele cijferen wordt devoortgezette oefening van de basisvaardighe-den in het wiskunde-onderwijs grotendeels binnen het cijferprogramma gesteld. Dit houdtin dat vanaf omstreeks het einde van het derdeleerjaar de basisvaardigheden vrijwel niet meerapart geoefend worden. Tenminste niet in dewiskunde-methoden van de eerste generatie.In de nieuwe methoden wordt in het algemeenwel

onderkend dat door de andere opzet vanhet cijferen, waarbij vaak minder oefenopga-ven gemaakt worden, het memoriseren en debeheersing van de basisvaardigheden in de knelkunnen komen. En dan is daar nog de zwakkeverbinding tussen cijferen en toepassen, ofweltussen de kale cijfersommen en de opgaven diein een re??le context gesteld zijn. Voor zover ersprake is van toepassingsproblemen wordendeze naast het cijferprogramma gesteld, of be-ter, erna als toepassingen achteraf, en niet bin-nen de cijferleergang. Met als mogelijke con-sequentie dat er twee gescheiden systemenontstaan, waarbinnen aparte oplossingsmetho-den gehanteerd worden - we komen later opdit punt terug. 1.5 Saineimilting kenmerkenDe voornaamste kenmerken van het leren cij-feren in het wiskunde-onderwijs op de basis-school zijn: - de stap-voor-stap-methode van deelgevalnaar deelgeval volgens de globale systema-tiek van de voortschrijdende compliceringop macro-

niveau; - de voortschrijdende schematisering op hetmicro-niveau per onderscheiden deelgeval.startend met concreet invvisselmateriaal eneindigend met de meest verkorte eindvorm(standaard-algoritme) voor het betreffendedeelgeval; - het streven naar inzicht in de cijferprocedu-res, mede tot uitdrukking komend in hetrekenen binnen andere talstelsels dan hettientallige; - en de 'apartheid' van de cijferleergang, los-staand van het maken van contextproble-men (toepassingen). Het belangrijkste onderscheid met het tradi-tionele cijferen ligt in de gefaseerde, inzichte-lijke benadering van het cijferen per deelgeval,en de meest treffende overeenkomst in de sys-tematiek van de toenemende compliceringvoor de nagestreefde standaard-algoritme plusde losse verbinding met context-opgaven. Ruwweg een kwart van de kinderen op deNederlandse basisschool werkt anno 1982 meteen reken-wiskundemethode die deze alge- Pecingogisehe Stiuii??n 473



??? mcne kenmerken vertoont (enkele jaren gele-den was het ongeveer 10%). 2 Vakiiidactische en onderwijs-leerlheoretischeuchtergronckn We zullen nu allereerst kort nagaan in hoeverrehet wiskundige cijferen gedekt wordt door demethoden van het leren cijferen die in de wis-kundedidactiekboeken aanbevolen worden.Vervolgens geven wc een schets van diversetheoretische funderingen voor het cijferonder-wijs, waarbij de nadruk zowel op het werk vanDienes komt te liggen als op de implicaties vande algemene theoretische opvattingen van Pia-get. Bruner, Garperin en Resnick voor hetspecifieke gebied van het cijferen. 2.1 Cijferen in wiskimdedidactiekboeken In het rekenonderwijs constateerden wc eendiscrepantie tussen de vakdidactische opvattin-gen en dc onderwijspraktijk van het cijferen(Treffers, 1982). Dit nu is in z'n algemeenheidbij het wiskundc-onderwijs bepaald niet hetgeval. Men kan er bekende handboeken als dievan NCTM (1966), D'Augustine (1968), Col-

lier en Lerch (1969), Williams en Shuard(1970), Riedesel en Callahan (1977) cn Co-peland (1979) op naslaan om eenvoudig vast testellen dat dc genoemde algemene kenmerkenvan het wiskundige cijferen hierop evenzeervan toepassing zijn. Het is daarom weinig zin-vol om in dit onderdeel een overzicht van dewiskunde-didactische opvattingen aangaandede inrichting van het cijferonderwijs tc bicden- dat zou slechts een geschakeerde reprise vanhet voorgaande opleveren. We bepalen ons daarom tot een korte be-lichting van de verschillende onderwijs-leer-tiieoretischc achtergronden waarnaar in dewiskunde-didactiekboeken herhaaldelijkwordt verwezen. 2.2 Dienes Het is vooral de naam van Dienes die in dedidactische handboeken van het wiskundc-on-derwijs in verband wordt gebracht met het wis-kundige cijferen: hij is dc ontwerper van deMultibase Arithmetic Blocks, kortwegM.A.B.-materiaal genoemd, en tevens ont-wikkelde hij een theorie van het wiskunde-le-ren

waarin de betekenis van dit materiaal bin-nen een nieuwe opzet van het cijferen als ge-heel wordt belicht. Naast de praktische beteke-nis van Dienes' idee??n en materialen, is het ookdeze theoretische fundering geweest die hemfaam verleende. In hoeverre daartoe ook deherkenbare verwantschap met de opvattingenvan Bruner en de uitdrukkelijke referentienaar het werk van Piaget hebben bijgedragen,kan men slechts gissen. De leertheorie van Dienes rust op de vol-gende vier pijlers: het principe van de wiskun-dige variabiliteit, het constructieprincipe, hetdynamische principe en het principe van deaanschouwelijke variabiliteit (Dienes, 1970, p.42). We lichten deze principes kort toe aan dehand van wat Dienes de "leercyclus' van hetcijferen zou noemen. Het principe van de wiskundige vuriahiUteitheeft betrekking op de variabelen van eenmathematisch begrip. Bij het cijferen is de no-tie 'plaatswaarde" fundamenteel. Wat zijn nude wiskundige variabelen van dit begrip? Die-

nes noemt er drie: de cijfers, de exponenten enhet grondgetal. Deze elementen van het wis-kundige object kunnen veranderen zonder dataan het wezenlijke karakter van het begripplaatswaarde albreuk gedaan wordt. Toepas-sing van het basisprincipe van de wiskundigevariabiliteit leidt dan volgens Dienes onont-koombaar naar het rekenen in verschillendetalstelsels. Het eonstmaie-principe biedt didactischhouvast hoe het rekenen in verschillende tal-stelsels geleerd moet worden. Daarin wordtnamelijk gesteld, dat vorming van het begripplaatswaarde en inzicht in het positiesysteemniet bereikt worden door analyse van essentielekenmerken, maar dat kindereni van 7 ?¤ 8 jaarveeleer begrip verwerven door constructie i.e.door het werken met positiematerialcn die debetreffende wiskundige structuur veelzijdigbelichamen. Nu is kenmerkend voor Dienes' opvattingenover wiskunde leren dat hij dit "veelzijdige'materiaal op een specifieke wijze gebruikt ineen opeenvolging van

(spel-)activitciten waar-van de seciuentie op het dynumisehe principeberust. In deze grondregel wordt gesteld dat debegripsvorming drie stadia doorloopt. Heteerste stadium is dat van het vrije spel â€” in hetonderhavige geval het vrije spel met M.A.B.-materiaal. Volgens Dienes worden in de vrijeactiviteiten al doende ervaringen verkregenwaarop de kinderen kunnen voortbouwen inhet tweede stadium, waar de activiteiten wel 474 Pedagogische Snuii??n



??? gestructureerd en gericht worden. In dit sta-dium realiseert het kind zich al doende de ge-meenschappelijke structuur van de spelletjesen wordt het zich bepaalde wetmatigheden be-wust, zoals de inpakbaarheid van iedere hoe-veelheid in elke talstelselbasis, het mechanismevan het inwisselen en lenen, en de grootte van?Š?Šn bepaalde positie-waarde (bijvoorbeeld vande platte) ten opzichte van 'lagere' positie-waarden (i.e. staafjes en eenheidskubusjes). Inhet derde stadium worden het begrip plaats-waarde en het getalgedrag bij verschillendeoperaties verder verdiept door vrijwel uitslui-tend te werken met symbolische representatiesvan handelingen met M.A.B.-materiaal in devorm van positieschema's of via de standaard-schrijfwijzen. Dit maakt het de kinderen mo-gelijk om als het ware van buitenaf tegen iiunmateri??le handelen aan te kijken en dit hande-len op eenvoudige wijze te verwoorden, waar-door de verdergaande abstractie van de wezen-lijke

kenmerken van het begrip plaatswaardeen de consequenties daarvan voor het opererenmet getallen kan plaatsvinden - aldus Dienes'. De beschrijving van de begripsvorming zouechter onvolledig zijn als we daarbij ook niethet principe van dcimnschouwelijke vtihabilitcUbetrekken, waarin uitdrukkelijk op de beper-kingen van 'eenvormig' materiaal wordt gewe-zen. Het is dan ook niet zo dat de zojuist ge-schetste leercyclus volledig op de materi??le ba-sis van de 'Multibase Arithmetic Blocks' rust.Dienes (1963, 1966) heeft herhaaldelijk op hetgevaar van associatief leren gewe/en bij leer-materiaal als Sternblokken, Cuiscnaire-staafjesen Montessori-kralensnoeren, en hij relativeertdienovereenkomstig ook de waarde van zijnM.A.B.-materiaal. Het gaat volgens Dienes bijde vorming van begrippen niet om associ??ren,maar om abstraheren en generaliseren, en datkan naar zijn opvatting pas plaatsvinden indiende kinderen de begripsstructuur in zoveel mo-gelijk

aanschouwelijke equivalenten krijgenaangeboden om aldus het begrip te kunnenlosmaken van de specifieke belichaming ervanmet inpakmateriaal, geld e.d. Op basis van de zojuist aangeduide principesheeft Dienes een nieuwe leergang cijferen ont-wikkeld, waarvan in het begin van dit artikel dealgemene kenmerken beschreven werden - zijhet dat hij meer aandacht aan het rekenen inverschillende talstelsels besteedt dan algemeengebruikelijk is (Dienes, 1966, p. 223-256). Inieder geval wordt hij in de vakdidactischehandboeken terecht als initiator en grondleggervan het wiskundige cijferen genoemd, al moethij de eer wat de theoretische fundering betreftvaak met Piaget en Bruner delen. 2.3 Andere ondenvijsleertheoretische referen-ties Wat Bruner aangaat, lijkt die referentie alles-zins gerechtvaardigd: Dienes' principes overhet wiskunde-leren zijn doordrenkt van Bru-ners opvattingen over de cognitieve rcpresen-taticvormen van begrippen en structuren

('theenactive, iconic and symbolic modes of cogni-tive representations') cn ze hebben ook ge-meenschappelijke idee??n over het belang vande wctenschapsstructuur bij het samenstellenvan leerplannen volgens de spiraalsgewijze op-bouw. Is er een sprekender illustratie van dedrie cognitieve representatiewijzcn te gevendan via het cijferen volgens de fasen van hetmanipuleren met M.A.B., het voorstellen vanM.A.B, met [xisitieschema's en het rekenenzonder zichtbare verwijzing naar M.A.B.'.' (vgl.Bruner, 1971. p. 158)'. Blijkt de samenhang tussen Dienes' theorievoor het wiskundeleren cn Bruners cognitieverepresentatietheorie dus juist daarom ook dui-delijk. omdat Bruner z'n ontwikkelingspsy-chologische fasering tevens op de begripsvor-ming toepast (Briiner, 1971), welnu om exactdezelfde reden is de relatie tussen Dicncs' the-t)rie en riagei.s theorie van de ct)gnitieve ont-wikkeling minder doorzichtig, ja zelfs proble-matisch. Het ligt immers niel direct in de lijnvan

Piagets denken om de fasen van de 'macro-structurele' cognitieve ontwikkeling over teplanten naar de 'micro-structurele' begrips-vorming. En dat is nu precies wat Dienes doetals hij het dynamische principe uitwerkt, daar-bij nota bene nadrukkelijk naar Piaget verwij-zend (zie Steiner, 1973, p. 310 e.V.). Daar komtnog bij dat Piaget geen onderzoek naar begripvan plaatswaarde en positiesysteem gedaanheeft (Copeland, 1979; zie ook Freudenthal,1979, p. 58). Kortom, er is dus geen directe reden omPiaget in verband met de theoretische funde-ring van het wiskundige cijferen te noemen,afgezien van Dienes' discutabele referentie.Indirect kunnen echter wel twee 'positieve' re-denen worden genoemd. Ten eerste past deleergang wiskundig cijferen zeer wel bij de'Comments on Mathematical Education" van Pedagogisehe Studi??n 475



??? Piaget (1973), waarin hij onder meer het be-lang van het materi??le handelen benadrukt entevens stelt dat de te gebruiken representatiesen modellen moeten corresponderen met deâ– natuurlijke' niveaus van handeling. Ten twee-de wordt de wiskundige cijferleergang door dePiagetianen tot de onderwijsimplicaties vanPiagets werk gerekend. Zo beschrijft Copeland(1979) in zijn boek 'How children learn ma-thematics' - met als ondertitel 'Teaching impli-cations of Piaget's "research" - een leergangcijferen die nauwkeurig overeenkomt met dievan Dienes. Dit zijn kennelijk voor vele au-teurs van wiskunde-didactiekboeken redenengenoeg om ook Piaget in direct verband met detheoretische fundering van het wiskundige cij-feren te brengen. Naast het werk van de troika Dicnes-Bruner-Piaget wordt in het Nederlandse taalgebiedvooral ook Gal'perim methode over de vor-ming van mentale handelingen als grondslagvoor het wiskundige cijferen gebruikt (Borg-houts-Van Erp,

1978 en Boonstra, 1980;cnzieook de kritische beschouwing daarvan doorNelissen, 1980). Volgens de trapsgewijze on-derwijsproccdure van Gal'perin moet iederenieuwe mentale handeling voorbereid wordendoor een handeling op materieel niveau,waarin reeds alle essenti??le trekken zittenwaarop men zich ook bij de uitvoering van dementale handeling baseert. Zo zijn bijvoor-beeld de materi??le handelingen met de lusaba-cus bij het optellen in wezen dezelfde als dehandelingen van de definitieve optelalgoritmc,en in het verdelen liggen de concrete handelin-gen van de staartdelingen voorgetekend. Doordeze weerspiegeling van de essenti??le elemen-ten van dc cindhandclingsstructuur op ver-schillende niveaus kunnen de kinderen zichvanaf het begin en bij voortduring aan het we-zenlijke van de cijferhandelingen ori??nteren.Bij het wiskundige cijferen vindt dus een verin-nerlijking en verkorting van de oorspronkelijkeoperaties met concreet of schematisch materi-aal

plaats via een trapsgewijze procedure vanprogressieve schematisering op micro-niveauen van progressieve complicering op macro-ni-veau, aldus zou men de onderhavige leergangkort in Galpcriaanse zin kunnen karakterise-ren. Na het voorgaande is duidelijk dat de para-meters die Gal'perin aan handelingen toekent,te weten het niveau van uitvoering, de graadvan algemeenheid, de mate van verkorting ende beheersingsgraad, evenzeer geschikt zijn omhet wiskundige cijferen te ontleden en te be-schrijven^. Gal'perin (1969) heeft dat zelf ookgedaan. En wel oppervlakkig beschouwd in dezin zoals eerder beschreven: inwisselblokken,positiestrcpen, progressieve complicering opmacro-niveau, schematisering op micro-niveau â€” men kan al deze elementen in zijn beschrij-ving terugvinden. Maar meer in detail bekeken,onderscheidt zijn onderwijs-aanpak zich echterdoor een strak gestuurde, aanvankelijk op eenori??nteringskaart voorgeschreven leergang dievia verschillende

fasen en subfasen van hande-len verloopt, waarin het manipuleren met con-crete blokken een ondergeschikte rol speelt â€”een leergang die al met al wat afwijkt van hetgangbare wiskundige cijferen, dat 'vrijer' vanopzet is, meer gebruik maakt van positiemate-riaal, minder aandacht aan het verbaliserenschenkt en niet zo strak 'getrapt' is (Gal'perin1969, p. 270-273). Tenslotte treft men in de vakdidactische lite-ratuur ook wel verwijzingen naar informatie-venverkingslheorie??n aan, zij het tot nu toespaarzaam. Dat laatste is ook wel begrijpelijkomdat ze minder zekerheid naar het onder-wijspraktisch aantrekkelijk beeld van de di-dactische drieslag 'handeling-plaatje-symbool'uitstralen dan de zojuist besproken theorie??n(vgl. Resnick en Ford, 1981, p. 249). We vestigen met trefwoorden de aandachtop enkele nieuwe accenten die vanuit dezehoek bij het cijferen geplaatst worden: hel be-lang van het zich voorstellen van concreet uit-gevoerde cijferhandelingen, volgend op

hetmateri??le handelen zelf; de belangrijke functievan het werkgeheugen bij het uitvoeren van decijferprocedures wat betreft het "onthouden" - even vasthoudcn-doorrekencn-terughalen,en de problemen die daaraan inherent zijn; deorganisatie van de kennis, bijvoorbeeld van hetbegrip plaatswaarde met betrekking tot de cij-ferhandelingen bij de vier basisoperaties en derelaties tussen die bewerkingen; het ontstaanen bestaan van systematische fouten i.e. ver-keerde procedurehandelingen; en de aandachtvoor zelf-gevonden onorthodoxe algoritmen(vgl. Resnick and Ford, 1981). 2.4 Relatie tot klassieke vakdidactiekZiehier een overzicht van de onderwijs-leer-theoretische achtergronden waarnaar in de 476 I'edagogogische Studi??n



??? vakdidactische weri^en herhaaidelijlc verwezenwordt. We constateerden dat het wiskundigecijferen veelzijdig theoretisch onderbouwd is,of althans als zodanig geafficheerd kan worden.De vraag is nu hoe dit cijferen, dat sterk ge??nt isop structurele opvattingen over wiskunde-on-derwijs, zich in het bijzonder verhoudt tot op-vattingen als die van K??hnel, Wertheimer e.a.Deze vraag is daarom van belang, omdat hijons naar kritische punten in de wiskundige cij-ferleergangen kan leiden. 3 Kritische punten in de leergang Eerder (Treffers, 1982) is aangegeven dat depraktijk in het traditionele cijferonderwijs opdrie hoofdpunten van de vakdidactische op-vattingen van K??hnel e.a. verschilt: naar demate van nagestreefd inzicht in de cijfcrproce-dures, op de plaats en de betekenis van con-textproblemen in de cijferleergang en ten aan-zien van het al dan niet nastreven van de stan-daard-vormen per deelgcval en de macro-structurering van de leerstof. In

tegenstellingtot de vakdidactische aanbevelingen dienaan-gaande is het traditionele cijferonderwijs nogalmechanistisch van inslag. Ook worden er geencontextproblemen als startpunt voor het cijfe-ren gebruikt. Tevens wordt in het traditionelecijferen steeds direct op de meest verkorteeindhandelingen per deelgcval aangestuurd,wat evenzeer in tegenspraak is met de vakdi-dactische conceptie van K??hnel. In het volgende zullen wc nagaan welke detheoretische denkbeelden van het wiskiindigecijferen zijn op de genoemde punten van in-zicht, toepasbaarheid en leerstofstructureringcn wat het onderzoek hieromtrent heeft opge-leverd. Men kan trouwens op voorhand uit dereeds besproken algemene kenmerken voorhet wiskundige cijferen alleiden dat er in hetwiskundige cijferen ten eerste een duidelijkstreven naar inzicht is, ten tweede geen con-textproblemen (toepassingen) in het cijferpro-gramma ge??ntegreerd zijn, en ten derde de tra-ditionele

leerstofordening geldt. Hier is echterde vraag aan de orde of een en ander ook inovereenstemming met dc theoretische denk-beelden is. 3.1 Inzicht Uit het voorgaande blijkt dat de denkbeeldenvan Dienes en Gal'perin wat het cijferen aan-gaat uitdrukkelijk op het inzichtelijke leren vande procedurehandelingen gericht zijn. Ze vol-doen derhalve aan het 'categorisch imperatiefvan de aloude rekendidactiek. Resnick con-formeert zich echter niet zonder meer aan datstandpunt en werpt de vraag op of het wellichtniet effectiever zou zijn eerst de algoritmen'blind" aan te leren en pas achteraf inzicht in deonderliggende principes te verschaffen (Res-nick and Ford, 1981, p. 110). De vraag is dus in feite: loont inzicht? Het antwoord daarop luidt in globale zinbevestigend. De 'blinde' mechanistische werkwijze voertnamelijk noodzakelijkerwijs naar een leergangmet talloze deelgevallen, die min of meer losvan elkaar staan en bijgevolg stuk voor stuk alsrelatief zelfstandige

algoritmen ingeslepenmoeten worden: dc nul vormt een apart pro-bleem, maar twee nullen ook, drie-cijfergetal-len geven na de twee cijfer-getallen nieuwemoeilijkheden, lange optellingen met deeluit-komsten boven de twintig moeten onderschei-den worden van optellingen met twee ter-men ... Dit alles vraagt uiteraard nogal watoefening en kost derhalve veel tijd, temeer alswe bedenken dat ook de retentie door de blin-de aanpak bij de tamelijk complexe algoritmenvoor vermenigvuldigen en delen bemoeilijktwordt (Kurtz, 1973). Als klassiek voorbeeld van vergelijkend on-derzoek op dit terrein geldt het werk vanBrownell (Brownell, 1947, Brownellen Moser,1949). Hij 'kruiste' twee cijfermodellen voorhet aftrekken - namelijk de thans gangbarestandaard-werkwijze van het lenen cn die vanhet 'gelijke-optellcn" van aftrektal cn aftrekkermet bijvoorbeeld respectievelijk tien eenhedenen ?Š?Šn tiental - met zowel een inzichtelijke alseen mechanistische aanpak, zodat vier

ver-schillende werkwijzen ontstonden die onder-ling vergeleken werden. In alle gevallen bleekde inzichtelijke aanpak superieur aan de 'blin-de' methodiek, welk cijfermodel het in het eneof andere geval betrof. Ook in andere onder-zoeken wordt de superioriteit van de inzichte-lijke aanpak bevestigd, waarbij veelal gebruikgemaakt wordt van positiematerialen en-schema's (Wheeler, 1972; Punn, 1974). Nietis aangetoond dat de inzichtelijke methodevolgens dc didactische drieslag 'materieel han-dclen-plaatje-symbool' superieur zou zijn aaninzichtelijke methoden die niet het primaat bijhet materi??le handelen leggen. De onder- Pedagogisehe Studi??n 477



??? zoeksrcsultatcn zijn namelijk nogal strijdig(vgl. Ekman, 1967; Kieren 1971; Friedman,1978; Shumway, 198?œ; Suydam en Dessart,1980; Khoury en Behr, 1981). Wellicht biedtdie drieslag een te grove karakteristiek van hetwiskundige cijferen en is hij te zeer tot de op-pervlaktestructuur van het leren en onderwij-zen bepaald, dat vergelijkend onderzoek hier-omtrent uitsluitsel zou kunnen geven. Evenmin is een pwsitief effect van het reke-nen binnen verschillende talstelsels vastgesteld(McCormick, 1965; Scrivens 1968). Overigensachten onderwijsgevenden in de V.S. talstelselsniet acceptabel voor het basisonderwijs (Den-mark en Kepner, 1980). Wat uit observaties en analyses van onder-wijs-leerprocessen wel zonneklaar blijkt, is dathet (wiskundige) cijferonderwijs een genuan-ceerde didactische aanpak vraagt ten aanzienvan het stimuleren van het "gedachte" hande-len; het aanzetten tot rellectie via schematise-ren, verwoorden en symboliseren; het onder-houden van

de basisvaardigheden; het verho-gen van de actieve betrokkenheid van de leer-ling via aansprekende probleemstellingen; enhet verbinden van het mentale handelen opverschillende niveaus (vgl. Steinberg en An-derson, 1973; Wittrock, 1974; Fitzgerald,1976; Van Eerde en Verhoef, 1978; Davis enMcKnight, 1980; Resnick en Ford, 1981;Bed-narz en Janvier, 1982). In zoverre op het stuk van inzicht dus van eenknelpunt van het wiskundige cijferen gespro-ken kan worden, geldt deze niet zozeer de al-gemene conceptie als wel de specifieke uitvoe-ring welke een genuanceerde werkwijze ver-eist. Gelet op al het voorgaande lijkt een minderstrakke variant van de trapsgewijze onderwijs-procedure van Gal'perin nog de best passendetheoretische omkleding voor het wiskundigecijferen volgens progressieve complicering tekunnen bieden. 3.2 Toepassingen Men zal bij Dienes tevergeefs zoeken naarre??le problemen die zowel als bron en als toe-passingsgebied van het cijferen

dienen. Ster-ker: het cijferonderwijs in de zin van Dienes isverder van de realiteit verwijderd dan dat in hetrekenonderwijs ooit het geval was. (Zie bij-voorbeeld Dienes, 1966, p. 106). Ook Resnick en Gal'perin zetten bij het cij-feren de contextproblemen tussen haakjes. Ofjuister: de kwestie van de toepassingen wordtdoor hen in het geheel niet als zodanig gesteld. Evenals bij het traditionele rekenen bestaater hier dus een kloof tussen het wiskundigecijferen en het vakdidactisch voorgestane cij-feronderwijs. Nu is het echter de vraag of dit zobezwaarlijk is: de kinderen hebben immers inde eerste leerjaren van de basisschool inzicht inde vier basisoperaties verworven en kunnendaar toch een (toe-)passend gebruik van ma-ken - zo lijkt het. Onderzoek heeft echter uitgewezen dat inhet gangbare cijferonderwijs onderscheid ge-maakt dient te worden tussen het maken vantoepassingen middels informele methoden, het"technisch" kunnen uitvoeren van de procedu-

rebehandelingen, en het benutten van algorit-men bij het oplossen van contextproblemenc.q. toepassingen (Slesnick, 1982). Nu blijktdat ongeveer de helft van de twaalfjarigen geenoptimaal gebruik maakt van de cijferprocedu-res bij met name vermenigvuldig- en deelpro-blemen, vooral ook omdat die kinderen de be-treffende operaties niet altijd goed in de 'aan-geklede' opgaven kunnen identificeren (Fox-man. 1980; Hart, 1981). Dit resultaat klemt temeer als we het in het licht van de ontwikkelin-gen op het gebied van zakrekenmachines enzakcomputers bezien: het gebruik van deze re-kendoosjes wordt hierdoor immers evenzeerbeperkt. En dan spreken we nog niet eens overkommagetallen en verhoudingen waar de be-heersing van enkelvoudige toepassingen aanhet einde van de basisschool ver beneden de50';Â? ligt (Hughes, 1979; Hart, 1981). Kortom, de veronderstelling dat kinderen uitde midden- en bovenbouw van dc basisschoolde geleerde cijferprocedures

'automatisch'kunnen en zullen toepassen op de daartoe ge-??igende problemen, is niet conform de onder-zoeksbevindingen. Kinderen die moeite metenkelvoudige toepassingen hebben, blijkenglobaal ?Š?Šn en dezelfde werkwijze te volgen.Ze brengen namelijk alle basisoperaties die incontextproblemen vervat liggen tot ?Š?Šn opera-tic terug, te weten optellen. Bij deze additievewerkwijze wordt aftrekken op-tellen, verme-nigvuldigen herhaald op-tellen, en delen ook(Teule-Sensacq en Vinrich, 1982). Zodoendeontstaat er als het ware een systeemscheidingtussen formele en informele wiskunde. Boothzegt het zo: 'the child is in fact operating inmathematics within a system of his own whichbelongs to a different universe of discourse to 478 I'edagogogische Studi??n



??? that of mathematics..(Booth, 1981, p. 39-40). Cijferen voltrekt zich aldus langs fonnelewclgebaande lanen, terwijl het maken vancontextopgaven via informele ongeplaveidepaden verloopt. En deze wegen ontmoeten el-kaar niet in alle gevallen (zie ook Brown enK??cheman, 1976; Melntosh, 1978, 1979;Brown, 1981). Er rest slechts ?Š?Šn conclusie: de problema-tiek van de toepassingen is in het wiskundigecijferen en de theoretische omkleding ervanten onrechte verwaarloosd. Anders gezegd: dekwestie van de toepasbaarheid van de cijferal-goritmen is een knelpunt in de leergang van hetwiskundige cijferen - en trouwens ook in dievan het traditionele cijferen. Kortom, de kloofmet het vakdidactische ideaal is op dit puntblijven bestaan. 3.3 Standaard-vorm en leerstofordeningOok op het punt van de standaard-vorm enleerstofordening is de kloof niet gedicht. Op-vallend is dat in de onderwijsleertheoretischebeschouwingen van Dienes, Gal'perin en Res-nick de

kwestie van de leerstofordening, wathet cijferen betreft, evenzeer onbesprokenblijft. Dienes benadrukt bij de vakinhoudelijkeanalyse vooral het belang van plaatswaarde entalstelsels. Dat schematisering en verkortingevenzeer als belangrijke variabelen op macro-niveau beschouwd kunnen worden, noemt hijniet uitdrukkelijk. En daarmee laat hij de tra-ditionele leerstofordening binnen het decimalestelsel onaangetast en onbesproken. Voor Garperin geldt hetzelfde: hij betrektzijn trapsgewijze prt)cedure vooral op de mi-cro-ordening van de deelgcvallen bij het cijfe-rend optellen en aftrekken, maar niet primairop de macro-sequentie van de leergang als ge-heel. Resnick en Ford tenslotte brengen evenminde bestaande leerstofordening in het geding,ondanks hun grote aandacht voor de organisa-tie en de onderlinge relatie van de leerstof voorde basisalgoritmen. Toch zijn er verschillende redenen om detraditioneel bepaalde cijferleerstof, ja zelfs hetcijferen als geheel,

ter discussie te stellen. Zo is er in de loop van de geschiedenis bijvoortduring een hoofdrekenbeweging werk-zaam geweest die afschaffing van het aanlerenvan de standaard-algoritmen heeft bepleit. Diestroming wordt onder invloed van ontwikke-lingen op het gebied van de micro-electronicasteeds breder (Plunkett, 1979; Papert, 1980;Levin, 1981; Atweh, 1982). Daarnaast loopt een enigszins verwantestroom die ongeveer dezelfde accenten plaatstmaar toch wat meer naar uniforme eindalgo-ritmen streeft (Hutton, 1977; MacDonald,1977; De Jong, 1977; Bennedbek. 1981).Kenmerkend is hier de toenemende schemati-sering op macro-niveau en de voortschrijdendecomplicering op micro-niveau -precies hetspiegelbeeld van het gangbare wiskundige cij-feren dus, maar wel een getrouw beeld van dehistorische groei van de algoritmen (Streelland,1979). Al met al zijn er dus verschillende redenenom de gangbare leerstofordening nader te mo-tiveren, dit mede met

het oog op de opvattin-gen van K??hnel, Wertheimer e.a. dienaan-gaande. Welnu, dit is door de genoemde on-derwijs-leertheoretici niet gebeurd. Ze reke-nen dit overigens ook niet altijd tot hun taak(Galperin enTalyzina, 1974, p. 109). Ten on-rechte naar onze mening, maar het is hier nietde plaats om nader op de problematiek van delogische en psychologische analyse (Gal'perin)of de rationele en empirische analyse (Resnick)in te gaan. (Zie voor een standpuntbepalingTreffers, 1979, p. 88 e.V.). In ieder geval kan de gangbare leerstoforde-ningvan het wiskundige cijferen als een kritischonderdeel aangemerkt worden, althans eenpunt dat een kritische beschouwing vraagt. 3.4 Samenvatting We hebben de theoretische opvattingen (vol-gend op de praktische uitwerkingen in de eersteparagraaf) en de onderzoeksresultaten op deaspecten van inzicht, toepasbaarheid en leer-stofordening doorgelicht - punten die ook inde vroegere vakdidactische discussies een

cen-trale plaats innamen. De uitkomst is dat hetpunt van inzicht ruimschoots en terecht de aan-dacht gekregen heeft in zowel theorie als on-derzoek. Maar ook blijkt dat de twee anderekernonderdelen al te zeer verwaarloosd zijn inde theoretische omkleding. Met name op hetjnmt van de toepassingen heeft onderzoek uit-gewezen dat daar grote problemen liggen. Ookbij de leerstofordening zijn er problemen. Dezezijn ten dele terug te voeren tot de doelstellin-genproblematiek i.e. de plaats van het cijferenin het technologisch tijdperk. Pedagogisehe Studi??n 479



??? 4 Indicatie van een alternatieve opzet Het signaleren van kritische punten ten aanzienvan toepasbaarheid, standaard-vorm en leer-stofordening is wellicht zinvol, maar de kern-vraag is: zijn er alternatieven? We noemden erzojuist twee: de hoofdrekenbewcging en deniet-standaard-richting. Bij de schets van eenalternatieve opzet zullen we ons tot de laatstge-noemde richting bepalen, omdat deze ook debelangrijkste elementen van de hoofdreken-beweging bevat. Allereerst de kwestie van de toepassingen.We zullen deze bespreken aan de hand van destaartdeling. Welnu, het is bekend dat kinderencontextproblemen waarin een deling beslotenligt, vaak door middel van herhaald op-tellenoplossen (Teule-Sensacq en Vinrich, 1982).Met dit gegeven ligt het voor de hand bij hetcijferend delen voor het herhaald op-telmodelte kiezen. Daarbij kan men dan contextpro-blemen als bron voor het algoritmiseringspro-ces gebruiken. Globaal gesteld zou men zesteeds weer op alle

belangrijke punten in deleergang - bijvoorbeeld bij het groter wordenvan deeltallen en delers - als uitgangspuntenvoor het leren van de algoritmen en als toepas-singen van de cijferprocedures kunnen latenfungeren, naast 'kale cijfersommen' (Capps,1962; Hutton, 1977; MacDonald, 1977; Tcu-le-Sensacq en Vinrich, 1982). Voorts wordtcijferen in deze aanpak vooral als een vorm vanhandig rekenen beschouwd waarin wordt aan-gesloten op de informele rekenmethoden diekinderen bij contextopgaven voor vermenig-vuldigen en delen gebruiken (Hart, 1981;Treffers, Ter Hecge en Dekker, 1982). En weleen vorm van handig rekenen die de kinderenzodanig overtuigt, zoals bijvoorbeeld het af-nemen van grote happen honderd- en tiental-len bij het herhaalde op-tellen, zeg af-schatten,dat ze zelf ook een dergelijke verkorte werk-wijze gaan hanteren. Daarbij hoeft het danuiteraard niet op voorhand vast te staan datzo'n leergang naar de standaard-algoritmenzou voeren. ' Ziehier

een ruwe schets van wat we ge??nte-greerd cijferonderwijs zullen noemen, waarbijâ– ge??ntegreerd" op de ineenvlechting van cijfe-ren, hoofdrekenen en toepassen slaat. Ten tweede enkele opmerkingen over de'alternatieve" leerstofordening volgens hetprincipe van de progressieve schematisering diemet de integratieve werkwijze gecombineerdkan worden. Neem de aftrekking '57-18' diein de eerste paragraaf als voorbeeld diende. Bijhet gangbare wiskundige cijferen wordt,eventueel via tussenvormen, steeds direct naarde eindalgoritme-vorm gestreefd en als deleerling die beheerst voor twee getallen mettwee cijfers, wordt overgegaan op grotere ge-tallen van bijvoorbeeld drie bij twee of drie bijdrie cijfers, waarvoor zich dan de procedureherhaalt. Bij het cijferen volgens progressieveschematisering wordt echter reeds in een vroegstadium met, in principe, onbeperkt grote ge-tallen gerekend, doch die berekeningen vindenop een aangepast niveau van schematiseringplaats.

Dit betekent dat sommige kinderen noggebruik maken van positiemateriaal, terwijlanderen reeds zonder positiestrepen werken.In de loop van de leergang vindt een verdereschematisering en verkorting plaats en die loopkan voor ieder kind verschillen (Bennedbek,1981). Ook de eindvormen van de algoritmenhoeven niet voor alle kinderen dezelfde te zijn.Met name de zwakke rekenaars kunnen meteen wat uitgebreidere algoritme als eindvormvolstaan. Dit alles impliceert dat in een heter-ogene groep dezelfde problemen gegeven kun-nen worden, die dan qua cijferprocedures ge-differentieerd worden opgelost (Dekker, 1980en Ter Heege, 1980). Over de (opmerkelijke) resultaten van ditge??ntegreerde cijferen volgens progressieveschematisering zullen we later in dit tijdschriftpubliceren. Maar over de theoretische omkle-ding ervan hier enkele opmerkingen tot besluit. Stelling: men kan het zojuist geschetste 'alter-natieve' cijferprogramma met dezelfde algemeneonderwijs-

leertheorie??n omkleden als die welkevoor hel wiskundige cijferen dienst doen! Neembijvoorbeeld de trapsgewijze onderwijsproce-dure van Garperin. Deze bevat geen aanwij-zingen voor leerstol"keuzc, dat is tot daaraantoe. Maar ook als er reeds een keuze gemaaktis, bijvoorbeeld voor het leren cijferen, kanmen aan de betreffende theorie geen ?Š?Šndui-dige indicaties voor de leerstofordening ontle-nen (GaPperin pretendeert dat overigens ookniet). Zo is het mogelijk de trapsgewijze proce-dure toe te passen op de micro-structureringvan de leerstof- bijvoorbeeld bij het aftrekkenonder de honderd, zoals Gal'perin dat zelf ookdoet â€” maar evengoed kan men hem voor demacro-structurering van de cijferleergang ge-bruiken en aldus de toenemende schematise-ring en verkorting van bovengeschikt belang 480 I'edagogogische Studi??n



??? nemen en de complicering van de opgaven vanondergeschikte betekenis. Anders gezegd: opdeze wijze modelleert men de trapsgewijzeprocedure ten behoeve van een fundamenteelandere cijferleergang dan die van het wiskun-dige cijferen. Maar het zegt natuurlijk wel watover de specificiteit van een onderwijs-leerthe-orie als zulke verschillende leergangen - ver-schillend zowel naar de plaats van de toepas-singen als ook de aard van de macro-structure-ring - door ?Š?Šn en dezelfde onderwijs-leerthe-orie omkleed kunnen worden. Voor dc andere, eerder besproken theorie??ngeldt trouwens hetzelfde: ook daarin vindt mengeen duidelijke aanwijzingen over de micro- enmacro-ordening van de leerstof en over de ver-bindingen van cijferen met handig rekenen encijferen met toepassen (vgl. bijvoorbeeld Scan-dura en Yens, 1982). Derhalve kan men vanuitdie theorie??n geen greep op die variabele on-derdelen krijgen. En, zoals gezegd, zijn dat nuprecies de

(knel-)punten waarin het gangbarecijferen verschilt van dc niet-standaard-cijfer-aanpak en exact de aspecten die de alouderekendidactici geaccentueerd hebben. Het on-derzoek nu weerspiegelt die theoretischeleemten! Dit alles overziend dringt zich het belang opvan een specifieke theorie voor het cijferon-derwijs, waarin uitgangspunten, doelstellingen,leerstofordening op micro- en macroniveau, ende relatie tussen cijferen en handig rekenen entussen cijferen en toepassen niet onbesprokenblijven. Tot zover de korte schets van een alterna-tieve cijferleergang, welke vooral ook gegevenwerd om de knelpunten in de leergang als ookin de theoretische fundering ervan in een hel-der licht te plaatsen. We mogen daarbij echter niet verhelen datmet name op het punt van het inzicht in decijferprocedures grote vooruitgang geboekt isin het wiskundige cijferonderwijs in vergelij-king met het traditionele cijferonderwijs. 5 Samcimillcnd overzicht De nadruk die bij het

wiskundige cijferen opinzicht in de cijferprocedures gelegd wordt,alsmede het vanzelfsprekende volgen van delogische leerstofordening leidend naar de stan-daard-algoritmen, en het veronachtzamen vanin de cijferleergang ge??ntegreerde contextpro-blemen (toepassingen), zijn geheel conform deonderwijs-leertheoretische en vakdidactischeopvattingen omtrent het wiskundige cijferenvolgens de concepten van Dienes (Bruner, Pla-get), Gal'perin en (ten dele) Resnick. Onderzoek heeft uitgewezen dat de nadrukop inzicht (o.a. vanuit optimaliseringsoverwe-gingen) wel terecht is, maar de zeer lichte toetsop toepassingen niet. En de 'volgzaamheid' tenaanzien van de standaard-algoritmen en deleerstofordening is mede vanuit andere over-wegingen discutabel te noemen. Deze betref-fen ten dele de doelstellingen van het cijferon-derwijs in het tijdsgewricht waarin kinderen debeschikking over allerhande rekenautomaten(zullen) hebben. Traditioneel cijferen kan kort

gekarakteri-seerd worden als rekenen-zonder-hoofd. Datkan van het wiskundige cijferen zeker niet ge-zegd worden. In zoverre is er sprake van voor-uitgang. Maar ook het wiskundige cijferenheeft z'n beperkingen. De gerichtheid op in-zicht is namelijk te zeer tot het besloten terreinvan het cijferen bepaald. Aldus kan dit cijferenhet beste gekenschetst worden als rekenen-zonder-vleugels: het biedt de (zwakke) leerlin-gen weinig gelegenheid om boven het cijferenuit te stijgen en een vlucht naar toepassingsge-bieden mogelijk te maken. Noten 1. In later werk heelt DiencsC 1971, 197.^) de stadiain het wiskundig leerproces verfijnd en uitgebreidtot het voortgezette wiskundige onderzoek waarinde leerlingen binnen een formeel systeem werkenen op basis van enkele axioma's en grondstellin-gen nieuwe stellingen afleiden en bewijzen. Dezeuitgebreide fasering is voor het cijferen echter nietrelevant, vandaar dat we er hier niet nader opingaan. 2. We bepalen ons hier

tot het werk van Gal'perin.Elders (Treffers, 1979) zijn we op de opvattingenvan Davydov ingegaan. Ook het werk van Landa(1976) laten we hier onbesproken, luK-wel metname zijn idee??n over identificatie-algoritmenvoor het cijferen van belang zijn in verband met detoepasbaarheid van de cijferprocedures. Er moetechter direct aan toegevoegd worden dat bij Lan-da niet duidelijk wordt hoe de algoritmen onder-wezen moeten worden - men kan er geen con-crete aanwijzingen van het cijferonderwijs uit af-leiden. Pedagogisehe Studien 481



??? Lilcraiiiur Atwch, B., Dcvcloping mental arithmetic. In: L. Sil-vcy cn J. R. Swart (Eds.), Mathemalics for theMiMIe Grades (5-9). Rcston: N.C.T.M., 1982,50-59. Barnett, J. C. en P. M. Eastman, The use of manipu-lative materials and student performance in theenactive and iconic mo??efi. Journal for Research inMalhematics Ediication, 1982, 9, 94-103. Bednarz, N. cn B. Janvier, The understanding ofnumeration in primary school. EdiicalionalStudiesin Ml,thematics, 1982, /.?, 33-59. Benncdbek, B., Is self taught well taught? Mathema-lics Teaching, 1981, 95, 11-14. Boonstra, H. H., De rekenfout nader beschouwd. Nij-kerk: Intro, 1980. Booth, L. R., Child-mcthods in secondary malhema-tics. Educational Studies in Mathematics. 1981,12,29-41. Borghouts-van Erp, J. W. M., Rekenproblemen: op-lossen en opsporen. Groningen: Wolters-Noord-hoff. 1978. Brown, M., Is it an 'add' miss? Mathematics in School,1981. 10, 26-29. Brown, M. en D. K??chcmann, Is it an 'add' Miss?(

1).Mathematics in School, 1976,5, 15-18. Brownell, W. A., An experiment on "borrowing" inthird grade arithmetic. Journal of Educational Re-search, 1947,4/, 161-171. Brownell, W. A. en II. E. Moser, Meaningful limechanica! karning: A study in grade III subtrac-tion. Durham: Duke University Press, 1949. Bruner, J. S., A conceptual model of Instruction. In:R. T. Hyman (Ed.), Contemporary thought on te-aching. Englewood Cliffs: Prentice Hall, lV71. Capps, L. R., Making division meaningful and logical.The Arithmetic Teacher, 1962, 9, 198-204. Collier, E. C. en H. H. Lerch, Teaching mathematicsin the modern cicmcntary school. London: Mac-Millan, 1969. Copeland, R. W., Ihnv children karn mathematics.New York: MacMillan, 1979. D'Augustine, C. H. Multiple methods of teachingmathematics in the elementary schoot. New York:Harper cn Row, 1968. Davis, R. B. en D. McKnight, Tlie influence of se-mantic content on algorithmic bchavior. The Jour-nal of Mathcmatical

ISehavior, 1980,.?, 1-88. Dekker, A., Praktische wenken bij progressieveschematisering. In: CIO, de begeleiding van algtf-ritme-programma's in het rekenonderwijs van debasisschool. "s-Hcrtogcnbosch: CIO, 1980,66-85. Denmark, T. cn H. S. Kepner. Basic skills in mathe-matics: a iuney.Journal for Research in Mathema-tics Education, 1980, II, 104-124. Dienes, Z. P. Mathemalics in the primary school.London: MacMillan, 1966. Dienes, Z. P., Wij bouwen wiskunde op. 's-Herto-genbosch: Malmberg, 1970. Dienes, Z. P. en E. W. Golding, Approach to modernmathematics. New York: Herder en Herder, 1971. Dienes, Z. P., De zes stadia in een wiskimdig leerpro-ces. 's-Hcrtogenbosch: Malmberg, 1973. Eerde, D. van en L. Verhoef, Analyse van het optel-len cn aftrekken op de basisschcx)!. PedagogischeStudi??n, 1978,55, 354-367. Ekman, L. G., A comparison of the effectiveness ofdifferent approaches to the teaching of additionand subtraction algorithms in the third grade. Dis-

sertation Abstracts International, 1967, 27, 2275-2276. Fitzgerald, A., An excursion into subtraction and longmultiplication. Mathematics Teaching, 1976, 74,30-34. Foxman, D. D. (Ed.), Mathematical Development.London: H.M. Stationary Office, 1980. Freudenthal, H., Structuur der wiskunde en wiskun-dige structuren; een onderwijskundige analyse.I'edagogbche Studi??n, 1979, 56, 51-61. Friedman, M., The manipulativc materials strategy:the latcst pied piper? Journal for Research in Ma-themalics Education, 1978, 9, 78-81. GaPperin, P. J., Stages in the development of mentalacts. In: M. ColecnJ. Maltzman(Eds),//flTO//)ooA-of contemporary soviel psychology. London: BasicBooks, 1969, 149-173. GaPpcrin, P. J. en N. F. Talyzina, Die Bildung erstergeometrischer Handlungen der Sch??lers. In: P. J.Gal'pcrin en A. N. Leontjcw (Eds). Probleme derLerntheorie. Berlin: Volk und Wissen, 19744, 106-130. Hart, K. (Ed.), Children's understanding of mathe-malics: 11-16. London:

Murray, 1981. 1 lecge, II. ter. Observeren? Analyse cn remedi??rendwerk. In: CIO, de begeleiding van algorilmepro-gramma's in hei rekenonderwijs van de basisschool."s-IIcrtogcnbosch CIO, 1980, 86-98. Hughes, M., Testing numcracy. Mathematics Te-aching, 1979, 89, 28-30. Hutton, J., Memoirs of a math teacher 5. Logicalrcasoning. Malhematics Teaching, 1977, S/, 8-12. Jong, R. de (Ed.), Deabakus. Utrecht: lOWO, 1977. Khoury, H. A. en M. Behr, Student performance,individual differences and modcs of rcprcscnta-tion. Journal for ihe Research in Malhematics Edu-cation, 1982, 13, 3-16. Kieren, T. E., Manipulativc materials in mathematicslearning. Journal for the Research in MalhematicsEducation, 1971,2, 228-235. K??hncl, J., Neubau des Rechenunterrichts. Bad Ileil-brun: Julius Klinkhardt, 1966m. Kurtz, R., Fourth-grade division: How much is rctai-ned in grade fivc. Arithmetic Teacher, 1973, 20,63-66. Landa, L. N., Instruclional regulation and control.Cybernetics

algorithmization and heurislic in edu-cation. Englewocxl Cliffs: Educational TechnologyPublications, 1976. Levin, J. A., Estimation techniques for arithmetic: 482 I'edagogogische Studi??n



??? evcryday math and mathematics instruction. Edu-cational Studies in Mathematics, 1981, 12. 421-435. MacDonald, T. H., A gcneral concept internationaii-zation model exemplified by the long division al-gorithm. International Journal of Mathematica!Education in Science and Technology, 1977, 8,157-166. McCormick, R. L., A comparativc study of two mc-thods of teaching a decimal system of numcration.Dissertation Abstracts International, 1965, 26,1430-1431. Mclntosh, A., Somc children and some multiplicati-ons. Mathematics Teaching, 1979, Â?7, 14-16. N.C.T.M., Mathematics for ekmentary schoohe-achers. Washington: N.C.T.M., 1966. Nellsscn, J. M. C, De theorie van P. J. GaPperin indiscussie. Pedagogische Studi??n, 1980, 57, 305-322. Papert, S.. Mindstorms. Children, computers and po-n erfulideas. Brighton: The Harvester Press, 1980. Piaget, J., Commentson mathematical education. In:A. G. Howson (Ed.), Developments in inailiemati-cal

education. London: Cambridge UniversityPress, 1973, 79-88. Plunkett, S., Decomposition and all that rot. Mathe-matics in school, 1979, S, 2-5. Punn, A. K., The effects of three modes of represen-tation in teaching multiplication facts on the achie-vement and attitudes of third gradc pupils. Disser-tation Abstracts International, 1974, 34, 6954-55. Resnick, L. B. en W. Ford, The psychology of ma-thematics for instruction. Hillsilale: Lavvrence Er-Ibaum, 1981. Riedesel, C. A. en L. C. Callahan, Elementary .schoolmathematics. New York: Harper en Row, 1977. Rising, G. R. en J. B. Harkin, The third R'. Mathe-matics teaching for grades K-S. Belmont: VVads-worth P. C., 1978. Scandura, J. M. en D. P. Yens, Problem st)lving inmedicine and beyond: transitions from the naive tothe neophyte to the master clinician. Journal ofStructural Learning, 1982, 7, 9-34. Scrivens, R. W., A coniparative study of differentapproaches to teaching the Hindu-Arabic numc-rations system

to third gradcrs. Dissertation Ab-stracts International, 1968,29, 839-840. Shumway, R. J. (Ed.), Research in mathematical edu-cation. Reston: N.C.T.M., 1980. Slesnick, T., Algorithmic skills vs conceptual under-standing. Educational Studies in Mathematics,1982, 13, 143-155. Steinberg, E. R. en B. C. Anderson, Teaching tens toTimmy, or a caution in teaching with physical mo-dels. The Arithmetic Teacher, 1973,20, 620-626. Steiner, G., Mathematik als Denkerziehung. Eine psy-chologische Untersuchung ??ber die Rolle des Den-kens in der mathematischen Fr??herziehung. Stut-tgart: Ernst Klett, 1973. Streefland, L., Historisch perspektief. In: A. Treffers(Ed.), Cijferend vermenigvuldigen en delen (Ij.Utrecht: lOWO, 1979, 131-154. Suydam. M. N. en D. J. Dessart, Skill learning, In:R. J. Shumway (Ed.), Research in MathematicsEducation. Reston: N.C.T.M., 1980. Teule-Sensacq, P. en G. Vinrich, Resolution de pro-bl?¨mes de division au cycle elementaire dans

deuxtypes de situations didactiques. Educational Studiesin Mathematics, 1982, /.?, 177-205. Treffers, A., Wiskobas Doelgericht. Een methode vandoelbeschrijving van het wiskunde-onderwijs vol-gens H'iskobas. Utrecht: lOWO, 1978. Treffers, A. (Ed.), Cijferend vermenigvuldigen en de-len (Ij. Overzicht en achtergronden. Utrecht:lOWO, 1979. Treffers, A., Ci jferen in het rekenonderwijs van toenen nu. Pedagogische Studi??n. 1982, 59, 97-116. Treffers, A., H. ter Heege en A. Dekker, De klooftussen cijferen en enkelvoudig toepassen. Willemliartjcns, 1982, /, 81-89. Wertheimer, M., Productive Thinking (enlarged ver-sion). London: Associated Book Publishers, 1966. Wlieeler, L. E., The relation of multiple embodi-ments of tlie regrouping concept to children's per-formance in solving multi digit addition and sub-traction examples. Dissertation Abstracts Interna-tional. 1972,.?2, 4260. Williams, E. M en H. Shuard, Primary mathematicstoday. London: Longman, 1970.

Wittrock, M, C., A generative model of mathematicslearning. Journal for the Research in MathematicsEducation. 1974,5, 181-197. Ciinictiltitu vitttc Zie Pedagogische Studien, 1982, 59, 116 Manuscript aanvaard l5-6-'S2 Pedagogisdie Slttdicn 483


