
??? Samenvatting Sinds het begin van de twintigste eeuw hebben reedstalrijke onderzoekers zowel in het Westen als in deSovjet-Unie het (leren) probleemoplossend denkenbestudeerd. Een belangrijke ontwikkeling die zich delaatste tijd in dit domein heeft voorgedaan is hetoverstappen van onderzoekingen in gecontroleerdelaboratoriumsituaties naar studies met schoolrele-vante taken en problemen in de re??le klassitiuitie.Het onderhavig onderzoek is in dit kader te plaatsen.In dit artikel wordt beknopt verslag uitgebracht vaneen constaterend kwalitatief-psychologisch onder-zoek van het oplossingsgedrag van 6 a 8-jarigen tenaanzien van aanvankelijke rekensommen. In eenvolgende bijdrage wordt een daarbij aansluitend(Construerend onderzoek beschreven. Eerst wordt een conceptueel kader met betrekkingtot de bestudeerde rekenopgaven voorgesteld,waarmee Â?rt' de bevindingen adequaat en systema-tisch kunnen beschrijven en analyseren. Ver\-olgensbespreken Â?cc de onderzoeksmethoden en het mate-riaal waarx'an ons bediend hebben. Daarna volgteen eerste, eerder kwantitatieve analyse van de fou-ten gemaakt op een

aantal collectieve rekentoetsen.Ven-olgens beschrijven, .systematiseren en evalu-eren we enige adequate en inadequate handelings-structuren van leerlingen, die resp. wel en niet deMste oplossing vonden. Tenslotte proberen we deslechte prestaties van deze leerlingen te begrijpenvanuit een aantal tekortkomingen van de vigerendefekendidactiek. 1. Inleiding In de onderwijspsychologie en meer bepiiald m destudie van hel (leren) probleemoplossend denken^ijn recent enkele duidelijke ontwikkelingstenden-sen aanwijsbaar (De Corte, 1979). Een eerste belang-rijke evolutie is de verschuiving van een louter pres-t??tiegerichte benadering naar de bestudering van demeer procesmatige aspecten van het denken. Tentweede, waar vroeger in de leerpsychologische on-derzoekingen vooral artifici??le problemen werdenaangewend, wordt thans meer en meer met levens-echte, schoolrelevante taken gewerkt; daardoorneemt de ecologische validiteit van de studies toe,terwijl men toch poogt ook de interne validiteit tewaarborgen. Ten derde, er gaan steeds meer stem-men op om de tegenstelling tussen theorievormingen optimalisering - of anders,

tussen 'basic' en 'ap-plied research' - als een steriele en zelfs als eenschijntegenstelling te beschouwen. Het onderhavigonderzoek van het (leren) probleemoplossend den-ken met iumvankelijke rekenopgaven bij 6 ?¤ 8-jarigebasisschoolleeriingen, situeert zich binnen dezeontwikkelingslijnen. Twee doelstellingen stonden bij de uitbouw vandeze studie voorop. De hoofdbetrachting is om van-uit een welbepiuild leerinhoudelijk domein een bij-drage te leveren tot het beantwoorden van een aimtalcentrale en actuele vragen uit de onderwijspsycho-logie. We vermelden er enkele. Wat is een probleemen welke fasen kunnen in hel probleemoplossings-proces onderscheiden worden? Welke onderzoeks-methoden zijn effici??nt, betrouwbaar en valied omde mentale activiteiten, die een subject in de loopvan het niet rechtstreeks observeerbare oplossings-proces voltrekt, op hel spoor te komen? Kan pro-bleemoplossen be??nvloed worden en zo ja, welkeleerprocessen dienen diuirtoe op gang gebracht teworden? En tenslotte: als probleemoplossend den-ken leerbaar is, welke is dan de relatie tussen derge-lijk leren en de cognitieve ontwikkeling? De

relatiefjonge leeftijd van de onderwijspsychologie en decomplexiteit van de te bestuderen fenomenen in achtgenomen, stellen verscheidene auteurs voor omvoorlopig de bovenvermelde problematieken te her-formuleren en te bestuderen voor welbepiuilde leer-inhoudelijke domeinen en situaties, eerder dan eeniilgemeen en definitief antwoord op deze vragen teambi??ren (Snow, 1977, p. 12; VanParreren, 1979, p.211). Wolters (1978) bijvoorbeeld heeft dit gedaanvoor een onderdeel van het rekenonderwijs in debasisschool dat bekend staat onder de naam 'redac- Kwalitatief-psychologische analyse van het oplossen vanaanvankelijke rekenopgaven bij 6 ?¤ 8-jarigebasisschoolleerlingen E. DE CORTE & L. VERSCHAFFEL (aspirant N.F.W.0.)Afdeling Didactiek en Psychopedagogiek, K.U., Leuven pedagogische studi??n 1980 (57) 383-396 383



??? E. De Corte & L. Verschaff el tie-opgaven' of rekenvraagstukjes'. De aanvanke-lijke formule-opgaven waarmee leerlingen in het eer-ste leeijaar geconfronteerd worden en meer in hetbijzonder de indirecte formule-opgaven of 'puntjes-oefeningen' (bijvoorbeeld 4+ .=9) vormen voorons de ingang om het probleemoplossen als dusdanigen de mogelijke be??nvloeding ervan door middel vanonderwijs te onderzoeken. Het is vanuit een veel-heid van zulke taakspecifieke, 'lokale' studies, datop langere termijn een meer algemene theorievor-ming mogelijk kan worden (De Corte, 1979, p. 217). De tweede doelstelling houdt verband met eenspecifieke, praktische nood. Uit een aantal gesprek-ken met onderwijzers en taakleraars was geblekendat het onderwijzen en het leren van de z.g. puntjes-oefeningen een zeer precair probleem vormt'. Dit iso.i. mede te wijten aan het feit dat men in Belgi?? bijde vernieuwing van het wiskunde-onderwijs de leer-krachten te eenzijdig ge??nformeerd heeft over denieuwe begrippen en symbolen van de moderne wis-kunde en aldus onvoldoende aandacht heeft besteedaan het verschaffen van inzicht

in het probleemop-lossend denken, met name in de meer formele, me-thodische aspecten van het (wiskundig) denken vande leerlingen. Met deze studie hopen we een bijdragete leveren tot het opvullen van deze leemte. 2. Onderzoeksopzet De meeriedigheid en de complexiteit van de vraag-stelling eisten een brede en ge??ntegreerde onder-zoeksopzet. Bij de uitwerking ervan hebben we onsgebaseerd op de door Kalmykova (1970, p. 139)ontwikkelde onderzoekscyclus. Vooral het onder-scheid tussen en de complementariteit van constate-rend en construerend onderzoek leken ons bijzonderwaardevol. In dit artikel stellen we de activiteiten voor die wijin het kader van het constaterend onderzoek in janu-ari en juni 1978 in de eerste-graadsklassen van di-verse basisscholen doorgevoerd hebben. Verschil-lende rekentoetsen werden afgenomen en op deantwoordbladen werden een kwantitatieve en eenkwalitatieve foutenanalyse toegepast. Tevens wer-den z.g. hardop-denk-verslagen van leeriingen dieindividueel met de betreffende rekenopgaven gecon-fronteerd waren, ge??nterpreteerd. In een volgend artikel zullen we het

exploratiefonderwijsexperiment beschrijven, dat in september1978 in het tweede leerjaar van een basisschool uit-gevoerd werd. Dit construerend onderzoek is opge-zet volgens het voortoets-natoets-design met contro-legroep (Campbell & Stanley, 1963). Gedurendemeer dan twee weken werd door een onderzoekerdagelijks wiskunde-onderwijs gegeven volgensvooraf opgestelde principes. Gepoogd werd de vast-gestelde moeilijkheden bij het oplossen van de be-studeerde rekenopgaven weg te werken door de leer-lingen uit te rusten met volwaardige begrippen enmet een wendbaar denktechnisch apparaat. Nader-hand werd nagegaan of de leerlingen uit de experi-mentele klas beter de betreffende ?Šn andere, structu-reel verwante problemen oplosten dan leerlingen diehet experimenteel onderwijs niet gevolgd hadden. 3. Een conceptueel raamschema Op basis van enkele voorbereidende gesprekken metpractici, enige individuele contacten met basis-schoolleeriingen en een literatuurverkenning werdeen tweedimensioneel conceptueel kader opge-bouwd, waarin de mentale handelingen van leeriin-gen tijdens het

oplossingsproces van aanvankelijkerekenopgaven gesitueerd kunnen worden. De hori-zontale dimensie van dit schema bestaat uit de di-verse opgaventypes, de verticale dimensie uit defasen van het oplossingsproces. Om de bestudeerde verzameling rekenopgavenadequaat te kunnen beschrijven hebben we vierstructuurkenmerken aangehouden: de manierwaarop de opgave wordt gepresenteerd (redactie- offormule-opgave), de aard van de rekenoperatie die inde opgave is uitgedrukt (optelling of aftrekking), decomplexiteit van de rekenopgave (enkelvoudige ofcomplexe opgave) en tenslotte het al dan niet indi-rect karakter van de opgave (directe of indirecterekenopgave). Dit laatste onderscheid vergt wellichtenige toelichting. De termen direct en indirect ver-wijzen naar de aard van de verhouding tussen be-kende en onbekende grootheden van de wiskundigevergelijking. Als het om een optelling gaat, noemenwe de opgave indirect resp. direct naargelang de somal dan niet gegeven is. Betreft het een aftrekking, danwordt ze indirect of direct genoemd naargelang hetverschil van de opgegeven rekenoperatie al dan

nietbekend is. Aan de hand van de vier bovenvermeldekenmerken kunnen we de rekenopgaven typeren.Zo is de formule-opgave .+4=9 een enkelvoudige,indirecte optelling, terwijl 16-4-8= . een complexe,directe aftrekking is. De tweede dimensie van het raamschema wordtgevormd door de 'momenten' die wij in het pro-bleemoplossingsproces bij aanvankelijke rekenop-gaven onderscheiden, nl. het denkend rekenen, hettechnisch rekenen en de controlehandeling. Vtiakworden de handelingen binnen elk van deze fasen 384



??? Kwalitatief-psychologische analyse van het oplossen van aanvankelijke rekenopgaven slechts partieel, uitermate verkort of impliciet uitge-voerd, bijvoorbeeld wanneer het om zeer gemakke-lijke oefeningen gaat. De fase van het denkend rekenen omvat alle han-delingen van de leerling ten aanzien van een pro-bleemopgave die resulteren in de beslissing een wel-bepaalde rekenoperatie uit te voeren. Een pro-bleemopgave noemen we een oefening waarvoor deleerling geen kant-en-klare oplossingsmethode kentof beschikbaar heeft en derhalve de opgave moetanalyseren en transformeren totdat hij een stan-daardopgave bekomt (zie Van Parreren, 1974-75, p.167). Wanneer deze fase van probleemanalyse entransformatie is be??indigd, wordt de betreffende re-kenoperatie werkelijk uitgevoerd, d.w.z. diversedeelhandelingen worfen voltrokken om de getallenop te tellen of af te trekken. Dit wordt technischrekenen genoemd. Nadat de oplossing gevonden is,kunnen eventueel identieke of alternatieve operatiesop het taakmateriaal uitgevoerd worden, die dejuistheid van de gegeven oplossing al dan niet beves-tigen. Dit noemen we

controlehandelingen. We kunnen het onderscheid tussen denkend entechnisch rekenen als volgt verduidelijken. IndienWe de leerling allerhande ongewone of ingewikkelderekenopgaven aanbieden en hem de beschikking ge-ven over een rekenmachientje, dan kan hij het uitre-kenen van de bewerkingen aan het machientje toe-vertrouwen, doch hij blijft verantwoordelijk voor debeslissing w?Šlke operaties uitgevoerd worden.M.a.w. het machientje ontslaat de leerling van hettechnisch maar niet van het denkend rekenen. In de literatuur vinden we heel wat jumwijzingen^ie pleiten voor de theoretische houdbaarheid en depraktische bruikbaarheid van de voorgestelde inde-ling en meer in het bijzonder van het onderscheidtussen denkend en technisch rekenen. Het onder-scheid dat Mialaret (1%7) maakt tussen 'compr?Š-hension des op?Šrations' en 'pratique des op?Šrations'Wordt door de begrippen denkend en technisch re-kenen adequaat weergegeven. Mikulinas (1%9) in-deling van de rekenfouten gemaakt door eersteklas-sers op eenvoudige formule-opgaven met zeer kleineptallen, is eveneens tot hetzelfde onderscheid teherleiden. In een

orthopedagogische benadering"laakt Borghouts (1976) onderscheid tussen tweetypes primaire rekenstoomissen, nl. stoornissen innet denkend en in het technisch rekenen. In heteerste geval slagen de leerlingen er niet in de reken-opgaven op te lossen, omdat ze de adequate formule"'et vinden, in het tweede geval omdat ze de formuletoutief uitwerken (Borghouts, 1976, p. 224). De kernVan een stoornis in het denkend rekenen is een ge-brekkig inzicht in de samenhang tussen de elemen-ten van een som, terwijl leerlingen met een techni-sche rekenstoomis veel moeite hebben met het in-prenten en onthouden van allerhande afspraken entechnieken (Borghouts, 1976, p. 218 en 222). Nauwdaarbij aansluitend maakt ook Dumont c.s. (1977)gebruik van de tweedeling 'begrijpend versus tech-nisch rekenen'. Deze onderzoekers trachten de twee'soorten rekenen' aan verschillende groepen intelli-gentiefactoren te koppelen. Tegen hun omschrijvingen operationalisering van dit begrippenpaar rijzenevenwel een aantal bezwaren, die door Nelissen c.s.(1978) zijn samengebracht. Waardevol lijkt ons al-leszins de kritiek van laatstgenoemden dat

Dumontc.s. het technisch rekenen - als tegenpool van hetinzichtelijk, begrijpend rekenen - eenzijdig defini??-ren als een mechanisch-automatisch gebeuren (Ne-lissen e.a., 1978, p. 419). 4. Onderzoeksmethoden en -materiaal Vanuit de literatuur waren ons een aantal onder-zoeksmethoden bekend die bruikbaar zijn om depsychologische structuur van de rekenhandelingenvan basisschoolleeriingen te achterhalen. Omdatgeen van deze technieken op zich als voldoendeeffici??nt en betrouwbaar kan beschouwd worden,hebben we meerdere methoden tegelijk aangewenden de resultaten met elkaiir geconfronteerd. Vooreerst werd een kwantitatieve en kwalitatieveaniilyse van de antwoordprotocollen van enkeledoor ons opgestelde en collectief afgenomen reken-toetsen doorgevoerd. Daiirmee wilden we vooreerstde empirische moeilijkheidsgraden berekenen vande diverse opgaventypes, opgesteld volgens dekenmerken beschreven in de vorige paragraaf.Diuunaast wensten we via een kwalitatieve foutena-nalyse de inadequate handelingsstructuren vanslechte probleemoplossers te reconstnieren. De be-treffende toetsen werden in januari en

juni 1978 tif-genomen. Ze bevatten vierentwintig rekenopgavenmet kleine getallen zoals .=3+7, .-7=5,2+5+9=.en .-4=6-2. In het totaal beschikten we over 233antwoordbladen. Deze waren tifkomstig van 176jongens en meisjes uit drie eerste en vier tweedeleeijaren. In twee klassen werden twee toetsen iifge-nomen. Omdat bijna alle klassen tot scholen met eenpositieve leeriingenselectie behoorden, vermoedenwe dat de resultaten van een uitgebreider en repre-sentatiever onderzoek heel wat lager zouden liggendan de verkregen uitslagen. Nciast de collectieve toetsafnamen werden ookeen cmntal sessies georganiseerd, waarin kinderenindividueel met de opgaven uit de rekentoetsen ge- 385



??? E. De Corte & L. Verschaff el confronteerd werden. We hebben zes knappe reke-naartjes en zes kinderen die moeilijkheden haddenmet wiskunde, onderzocht. Aan al deze leerlingenwerd gevraagd hardop te denken of, indien dit nietlukte, achteraf verslag uit te brengen van hun oplos-singsstappen en bijbehorende overwegingen. Bij-komende gegevens werden verkregen door metin-gen van de oplossingstijd, gedragsobservaties en hetvragen naar de subjectieve beleving van de moeilijk-heid van bepaalde opgaven. Deze onderzoekstech-nieken werden evenwel slechts sporadisch aange-wend. De bedoeling van de individuele sessies wastweeledig en laat zich volkomen begrijpen vanuit decomplementariteit van de beschikbare onderzoeks-methoden. In de eerste plaats wilden we nagaan ofde denkwegen van slechte oplossers, die wij gecon-strueerd hadden bij de analyse van de collectievetoetsprotocollen terug te vinden waren in de har-dop-denk- of retrospectie-verslagen van deze leer-lingen. In de tweede plaats konden via deze indivi-duele contacten alleriei oplossingsmethoden vanknappe leerlingen ontdekt worden.

Immers, over deaanpak en de oplossingsweg die gevolgd wordt doorleerlingen die de juiste oplossing van een rekenop-gave vinden, verkrijgt men door foutenanalyse geengegevens. aspirant-onderwijzeressen, geconfronteerd met tienwillekeurig gekozen foutief opgeloste rekenopgavenen ge??nformeerd over de betekenis van de beidebegrippen, slechts ?Š?Šn fout niet in de juiste categoriewisten onder te brengen, nl. 17= 13-1-17^. Dat er metbetrekking tot de overige negen opgaven een zeerhoge overeenkomst bestond tussen enerzijds de as-pirant-onderwijzeressen onderling en anderzijdstussen de beoordelaars en de onderzoekers pleitvoor de betrouwbaarheid en de bruikbaarheid vanhet onderscheid tussen denkend en technisch reke-nen. Dat een niet te verwaarlozen aantal dubbele foutengemaakt werd is geenszins verwonderiijk. Wanneerwe denkend en technisch rekenen als onderscheidenfasen beschouwen, kan de leerling ten aanzien vanelke fase een fout maken. We verduidelijken dit meteen voorbeeld. Tijdens een individuele sessie lostePieter de opgave .-1-3=6 als volgt op: 8-1-3=6. Hijhad ?Šn de verkeerde

rekenoperatie gekozen ('Omdat getal te vinden moet ik drie en zes optellen') ?Šndie operatie verkeerd uitgevoerd ('drie plus zes is.. .acht'). Uit Tabel 1 mogen we besluiten dat voorde 6 ?¤ 8-jarigen, die in het onderzoek betrokkenwaren, de moeilijkheden in verband met aanvanke-lijke rekenopgaven zich hoofdzakelijk op het vlakvan het denkend rekenen situeren. 5. Kwantitatieve analyse De bedoeling van deze eerste analyse was de 'ramp-gebieden' binnen het eerder voorgestelde tweedi-mensioneel schema nauwkeurig af te bakenen. In de eerste plaats hebben we onderzocht of detalrijke fouten gemaakt op de collectieve toetseneerder op het vlak van het denkend dan wel op hetgebied van het technisch rekenen te situeren waren.In het totaal werden 1633 fouten geconstateerd. InTabel 1 wordt de verhouding tussen de diverse fou-tentypes procentueel weergegeven. Tabel 1 Procentuele verdeling van Je fouten uit 233 ant-woorclprotocollen van de rekentoetsen 78%13%4%3%2% Fouten in het denkend rekenenFouten in het technisch rekenenDubbele foutenOnopgeloste opgavenNiet te categoriseren fouten Men zou

kunnen opwerpen dat het onderbrengenvan fouten in de categorie??n denkend en technischrekenen een subjectieve, onbetrouwbare aangele-genheid is. Daartegenover staat evenwel dat zestien In de tweede plaats trachtten we een antwoord tegeven op de vraag in welke mate de in paragraaf 3beschreven structuurkenmerken de moeilijkheids-g^d van de rekenopgave bepalen. Wij kunnen hierniet op alle kenmerken ingaan en beperken ons der-halve tot een korte bespreking van het kenmerk'(in)directheid' bij de enkelvoudige formule-opga-ven. Van de directe en de indirecte enkelvoudige for-mule-opgaven uit de collectieve toetsen werden erdoor de leeriingen precies evenveel correct opgelost,nl. 87%. Deze vaststelling ondersteunt geenszins degangbare opvatting die men zowel bij leerkrachtenals in praktijkgerichte werken aantreft, nl. dat er een'kloof bestaat tussen de directe en de indirecte re-kenopgaven. Indirecte opgaven zouden veel moei-lijker zijn dan directe. Om tot een genuanceerd beelden een adequate interpretatie van het verkregen re-sultaat te komen, is een verdere differentiatie zowelbinnen de directe als de

indirecte opgaven noodziike-lijk. Binnen de directe opgaven onderscheiden wetype-I- (aÂ?b= .) en type-II-opgaven (.=aÂ?b); indi-recte opgaven met als grondstructuur aÂ?.=b en.Â?a=b noemen we resp. type-III- en -IV-opgaven.In Tabel 2 geven we het procent correcte oplossin-gen voor de aldus verkregen acht enkelvoudige op- 386



??? Kwalitatief-psychologische analyse van het oplossen van aanvankelijke rekenopgaven Tabel 2 Moeilijkheidsgraden van de diverse soorten en-kelvoudige formule-opgaven berekend op de re-sultaten van de collectieve toetsen^ directe opgaven indirecte opgaven type I type II type III type IV optelling 98% 79% 94% 94% aftrekking %% 75% 93% 68% De afwezigheid van een verschil tussen directe enindirecte opgaven kan vooreerst op rekening van detype-II-opgaven geschreven worden. De vele foutenop dit soort opgaven verrasten de leerkrachten vande betreffende klassen ten zeerste. In geen enkelehandleiding of onderzoeksrapport vonden we ietsover dit opgaventype vermeld. Een tweede vaststel-ling is dat het grootste deel van de fouten ten aanzienvan de indirecte rekenopgaven op de type-IV-af-trekkingen gemaakt werden. Op het grote verschiltussen het aantal fouten op type-lll- enIV-aftrekkingen wordt ook door Case (1977, p. 3)gewezen. Tenslotte vermelden we dat in de toetsende indirecte opgaven nauwelijks slechter opgelostwerden, wanneer het is-gelijk-ium-teken vooraanstond (bijvoorbeeld b=aÂ? . in pliuits van aÂ?

.=b).Daarom hebben we de indirecte opgaven niet nogVerder ingedeeld in Tabel 2. Dit contrasteert met deresultaten die de Amerikaanse onderzoekers Lind-vall & Ibarra (1978) bekwamen in een gelijkiuirdigestudie. In de thans volgende paragrafen bespreken we en-kele. adequate en inadequate handelingsstructurendie we via de kwalitatieve foutenanalyse, de har-dop-denk- en de retrospectie-verslagen op het spoorgekomen zijn. Het in paragraaf 3 voorgestelde twee-dimensioneel schema dient daarbij als leidraad. Na-tuurlijk kunnen alle cellen ervan hier niet uitvoerig3an bod komen. We beperken ons diuirom tot het'lenkend rekenen ten aiinzien van directie opgavenvan het type-ll en het denkend rekenen, het tech-nisch rekenen en de controlehandelingen ten iianzienyan de indirecte enkelvoudige opgaven (type-IH en?•V). Op het technisch rekenen bij directe opgavengaan we niet in, omdat onze bevindingen terzake ingrote lijnen dezelfde zijn als die van Van Eerde &Verhoef (1978). Deze auteurs delen de technischefekenhandelingen van kinderen bij type-I-opgaven'n m uitvoerige telhandelingen, verkortingen en au-tomatismen.

gaventypes. 6.1. Adequate handelingsstructuren Er zijn leerlingen die zich bezinnen op de type-II-op-gaven en ze na analyse transformeren tot t^e-I-op-gaven door gebruik te maken van het begrip 'gelijk-heid'. Meer in het bijzonder passen zij ?Š?Šn eigen-schap van deze gelijkheidsrelatie toe, nl. de omkeer-baarheid. Voor deze leeriingen betekenen de onver-trouwde type-II-opgaven wel een probleem en der-halve vormen zij het probleemmateriaal om zodat ereen standaardopgave verschijnt, waaruit de uit tevoeren rekenoperatie onmiddellijk blijkt en naar hettechnisch rekenen 'doorgestuurd' wordt. Kurt re-ageerde als volgt op de opgave .=3-1-7: '...Dathebben we nog niet geleerd. Of, wacht eens, dat ishetzelfde als 3-1-7=. want ik mag dat van plaatsverwisselen'. Bij heel wat leerlingen werd evenwel geen den-kend rekenproces teruggevonden wanneer ze type-II-opgaven oplosten. Voor hen vormen deze opga-ven geen probleem, omdat zij in de opgave onmid-dellijk een standaardopgave herkennen. Toen weTom vroegen hoe hij zo snel de juiste oplossing hadgevonden van .=3+7 antwoordde hij 'Ik w?Š?Št datgewoon. Oefeningen die er zo

uitzien, los je op doorde twee getallen op te tellen. En drie plus zeven istien'. De associatie tussen de uiteriijke kenmerkenvan de opgave enerzijds en de uit te voeren reken-operatie anderzijds, is bij sommige leerlingen eenmaximale verkorting van een handeling die oor-spronkelijk uitvoerig was en derhalve inzichtelijk engeneraliseerbaar; bij anderen gaat het om een 'blind'automatisme, als dusdanig aangeleerd zoals in deklassieke associatie-experimenten. 6.2. Inadequate handelingsstructuren Op de type-II-opgaven werden verrassend veeldenkfouten genmkt (zie Tabel 2). Uit de individuelesessies is gebleken dat we de leeriingen, die dezeopgaven foutief oplossen, in twee groepen kunnenindelen. Voor de leeriingen uit de eerete groep vor-men deze opgaven een onoplosbaar probleem. (Totdeze groep behoorden voornamelijk zwakke reke-naars). Zij slagen er niet in met betrekking tot dieopgaven een technische rekenoperatie uit te voeren.Ze weten immers de onvertrouwde opgave niet omte vormen tot een vertrouwde type-I-opgave, omdatde handelingen in verband met het begrip gelijkheid 6. Kwalitatieve analyse van het denkend

rekenen bijtype-II-opgaven (.=aÂ?b) 387



??? E. De Corte & L. Verschaff el bij hen geenszins wendbaar zijn. Deze leerlingenzitten derhalve van mee taf aan in een impasse. Zevertellen dat ze 'deze oefeningen nog niet geleerdhebben' of geven helemaal geen antwoord. Slagende leerlingen uit de eerste groep er dus tijdens hetdenkend rekenen niet in de probleemopgave om tevormen, bij de leerlingen uit de tweede groep is defase van het denkend rekenen afwezig. Deze leerlin-gen denken als het ware niet na en geven onmiddel-lijk of na een (kort) technisch rekenproces een ant-woord. Hoewel ze de type-II-opgaven verkeerd op-lossen, is er van een subjectieve probleemervaringhelemaal geen sprake. In de fouten van deze leerlin-gen ontdekken we een even verrassende als overtui-gende systematiek. Zo beantwoordden 19% van alleleerlingen de opgave .=3-1-7 met 4. De opgaven.=4-1-6 en . = 12-8 werden resp. vaak met 2 en 20beantwoord. Hoe komt het dat zoveel leerlingendergelijk bizar oplossingsgedrag stellen? Twee ken-merken van de traditionele rekendidactiek zijn o.i.hiervoor verantwoordelijk. Vooreerst worden leer-lingen van het eerste en het tweede

leerjaar bijnauitsluitend met opgaven, waarvan de uitkomst ach-teraan staat, geconfronteerd. M.a.w. de grondstruc-tuur van de rekenopgaven is bijna altijd . Â? . = . enzelden of nooit . = . Â? .. Ter illustratie verwijzen wenaar Rekentaken 1 van Raets (1977), dat in de meesteonderzochte klassen gebruikt werd. Daardoor wordtin de hand gewerkt dat leerlingen zich bijna uitslui-tend op de in de opgave aanwezige getallen concen-treren en de 'eigenaardige' structuur niet eens op-merken. Zij lossen de bovenvermelde opgaven opalsofereen andere opgave stond, nl. .-f-3=7, .-1-4=6en .-12=8. De leerlingen lossen de opgave op die zeverwachten, niet de opgave die er staat. Daarbijkomt dat in vele klassen een klimaat van wedijverbestaat tussen de leerlingen. 'Vaak hangt het crite-rium voor "goed rekenen" samen met het aantalopgeloste rekenopgaven', schrijven Van Eerde &Verhoef (1978, p. 366). Daardoor wordt veel te snelgeantwoord en laten de leerlingen het steevast na degegeven oplossing te controleren. 7. Kwalitatieve analyse van het denkend rekenen hijindirecte rekenopf>aven (aÂ? .=b en .Â?a=b) Net zoals in de voorgaande

bespreking komen eerstde adequate handelingen aan bod. Daarbinnen wordtonderscheid gemaakt tussen het oplossingsprocesvan leerlingen voor wie de opgave een probleemvertegenwoordigt en leeriingen die in de opgave eenstandaardopgave herkennen. Vervolgens besprekenwe de inadequate handelingen. 7.1. Adequate handelingsstructuren Niet zelden vangt het probleemoplossingsproces tenaanzien van indirecte enkelvoudige rekenopgavenaan met de bevmstwording dat het probleem niet.opgelost kan worden door eenvoudig de twee getal-len op te tellen of af te trekken, zoals dit bij detype-I-opgaven het geval is. De som 2-1-7= . bijvoor-beeld wordt opgelost door bij twee zeven op te tellen(of omgekeerd). Om de indirecte opgave 4+ .=9 opte lossen dient een andere weg uitgestippeld. Bijverscheidene leerlingen kwam dit inzicht pas tijdensde controlefase tot stand, nadat eerst een foutiefantwoord, bijvoorbeeld 4-1-13=9 was ingevuld. Volgend op een moment van probleembewust-wording, onderscheiden we verder drie verioops-vormen of modellen van het denkend rekenen bijenkelvoudige indirecte formule-opgaven.

Volgens het eerste model maakt de leeriing, nadat derelaties adequaat weergegeven zijn, van een oor-spronkelijke indirecte opgave een directe opgave.Deze is eigenlijk niets anders dan een andere manierom de relaties tussen de bekende en onbekendegrootheden weer te geven. De leerling voert dezetransformatie uit, omdat hij verwacht dat hij alduseen standaardopgave bekomt, d.w.z. een opgavewaarvoor hij over snelle en effici??nte middelen be-schikt om ze op te lossen. Zo worden opgaven zoals2-f-.=6, . -1-2=6 en 6-. =2 opgelost door ze eerst omte vormen tot 6-2= . en opgaven van het type .-4=2door er eerst 2-1-= . van te maken. Met het vermel-den van de wiskundige transformaties is evenwelnog niets gezegd over de aard van de handelingen diede leerling voltrekt. Bij de onderzochte kinderen dievolgens dit model probleemopga ven oplosten,maakten de bovenvermelde omvormingen geen deeluit van een algoritmisch oplossingsproces, zoals dithet geval is bij de meeste volwassenen die met eenvergelijking met ?Š?Šn onbekende geconfronteerdworden. Een leerling van de eerste graad die tradi-tioneel rekenonderwijs

heeft gekregen kan deze op-lossingsweg onmogelijk volgen. Hoe kwamen leer-lingen, die de indirecte opgaven als problematischervoeren, dan w?Šl tot de beslissing het onbekendegetal te identificeren door middel van ?Š?Šn van debovenvermelde transformaties? Zij trachtten eerstde symbolen uit de formule-opgave te representeren.Deze representatie nam soms een materi??le ofeenschematische, doch het vaakst een verbale vormaan. Of het opteren voor ?Š?Šn van deze representa-tiewijzen samenhangt met het niveau van cognitieveontwikkeling of met bepaalde mathematische 'typesis vooralsnog niet duidelijk. Alleszins kan worden 388



??? Kwalitatief-psychologische analyse van het oplossen van aanvankelijke rekenopgaven gesteld dat het frequent voorkomen van de verbalemanier van representeren geen artefact was van detoegepaste onderzoekstechniek, nl. hardop-denken.Wat verstaan we nu onder die verbale representa-tiewijze, die we door een aantal knappe probleemop-lossers toegepast vonden? Deze werkwijze komthierop neer dat de leerling het geheel van symbolentracht te verwoorden en daarbij de bekende en on-bekende elementen uit de formule-opgave poogt inte passen in een cognitief semantisch schema (zieAnderson, 1978), waarin ook de optelling en de af-trekking als inverse rekenoperaties zijn ge??nte-greerd. Twee dergelijke schema's die wij uit de har-dop-denkverslagen gedistilleerd hebben, noemdenwe het 'erbij-eraf-schema' en het 'deel-geheel-schema'. Ter illustratie geven we het hardop-denk-verslag van een knappe eersteklasser die bij de hemonvertrouwde opgave 4+ .=9 het deel-geheel-schema aanwendde: 'Ik heb een stuk, nl. 4 en nogeen stuk en samen vormen ze 9. Als ik nu .. .van hetgeheel 4 aftrek, dan weet ik hoeveel het andere

stukis'. Wij merken hierbij op dat deze twee schematii,die sommige leerlingen spontaan aanwendden omproblematische formule-opgaven te analyseren enop te lossen, identiek zijn mm twee van de drieschemata, die Heller & Greeno (1978; zie ook DeCorte, 1980) onderscheiden bij de typering van ele-mentaire redactie-opgaven, nl. het oor-zaak/verandering-schema en het combinatie-schema. Van hieruit kunnen we tevens de verras-sende bevinding van Lindvall & Ibarra (1978, p. 5)interpreteren, nl. dat slechts 25% van de door henonderzochte eerstegraadsleerlingen moeilijke for-mule-opgaven van het type .-a=b juist oplossen,terwijl redactie-opgaven met dezelfde structuur in56% van de gevallen correct beantwoord worden.Immers, een jonge, onervaren rekenaar kan veelvlugger en gemakkelijker het passende semantischschema oproepen en de variabelen diuirin inpassen^'j een opgave die reeds in een verbaiil kleedje zit,'lan ten aanzien van een probleemopgave die enkeluit formele wiskundige symbolen bestaat. Hiermeesluiten we de voorstelling van het eerste oplossings-"lodel af. Het resultiuit van het denkend rekenpr(>ces volgens

dit model is dat er een vertrouwde di-recte rekenopgave verschijnt, die kUuir is om via eentechnisch rekenproces opgelost te worden volgenseen van de methoden die door Van Eerde & Verhoef(1978) beschreven zijn. Op grond van dezelfde inzichten in de opgave ennaar constituerende elementen besluiten sommige'eerlingen de indirecte opgave niet om te vormen toteen directe, maar als dusdanig muir het technischrekenen door te sturen. Het oplossen van indirecterekenopgaven volgens dit tweede model impliceertevenwel dat men beseft dat de technische rekenhan-delingen voor directe opgaven zoals ze door VanEerde & Verhoef (1978) beschreven worden, niet'zomaar' mogen aangewend worden om indirecteopgaven uit te rekenen. Dienes (1970, p. 84) noemtde technische rekenhandelingen uitgevoerd op indi-recte optellingen en aftrekkingen resp. 'addition etsoustraction compl?Šmentaire' in tegenstelling tot deaftrek- en opteloperaties op directe opgaven die hij'addition et soustraction pure' noemt. In het eerstegeval is de opdracht die naar het technisch rekenengestuurd wordt bijvoorbeeld niet 'hoeveel bekom ikdoor 2 en 6 op te

tellen' maar wel 'hoeveel moet ik bij2 tellen om 6 te bekomen'. Dit tweede model ontdekten we tijdens de indivi-duele sessies vooral bij de jongere en de zwakkereleerlingen. Dit ligt in de lijn van de bevindingen vanDienes (1970, p. 85) en Case (1978, p. 214). Dezeauteurs beweren dat er een evolutie van het tweedenaar het eerste model waar te nemen is. Die evolutielaat zich begrijpen vanuit de Piagetiaanse theorie.Het concept 'omkeerbaarheid van cognitieve struc-turen' neemt binnen deze theorie van de ontwikke-ling van de intelligentie een centrale plaats in (Piaget,1970, p. 21). Volgens deze theorie is het denkenminder omkeerbaar ncUirmate het kind jonger is endichter bij het perceptief- motorische stadium vanzijn cognitieve ontwikkeling staat. Dit weerspiegeltzich in de ontwikkeling van het wiskundig denken,Wiuir elke operatie een tegengestelde of inverse ope-ratie heeft. Zo wordt de aftrekking de omgekeerde ofinverse operatie van de optelling genoemd. Nogsteeds volgens de theorie kan gesteld worden datleerlingen die indirecte opgaven oplossen volgenshet eerste model expliciet beroep doen op dit aspectvan de intelligentie,

terwijl degenen die opgaven op-lossen volgens het tweede model, dit (nog) niet doen(Case, 1978, p. 214). Volgens het derde model lost de leerling sommigeenkelvoudige indirecte opgaven op volgens het eer-ste en andere volgens het tweede model. De keuzevan de oplossingsweg wordt bepaald door de ver-houding tussen de twee getallen die in de rekenop-gave voorkomen. Dit model werd door Groen & Poll(1973) uitgewerkt en in empirisch onderzoek beves-tigd voor de type-III-optellingen. Hoewel we in hetvooronderzoek nauwelijks aanwijzingen gevondenhebben ten gunste van dit model gaim we er toch ietsdieper op in. Volgens de genoemde auteurs losseneersteklassertjes opgaven van het type a+ .=b opvolgens het eerste model wanneer a kleiner is dan 389



??? E. De Corte & L. Verschaff el b-a. Is a daarentegen groter dan b-a, dan verloopthet oplossingsproces volgens het tweede model. Deopgave 2+ .=9 zou worden opgelost door ze eerstom te vormen tot 9-2= terwijl de opgave 1+ .-9opgelost zou worden door rechtstreeks na te gaanmet hoeveel zeven vermeerderd moet worden omnegen te bekomen. We formuleren enkele bedenkin-gen bij dit aantrekkelijk model. Groen & Poll (1973)hebben, gebruik makend van de techniek van re-gressie-analyse, aangetoond dat op basis van dit mo-del het best oplossingstijden voor opgaven van hettype a+ .=b voorspeld linnen worden. Graag had-den we andere gegevens, verkregen via meer kwali-tatieve onderzoeksmethoden vermeld gezien, die deplausibiliteit van het model verhogen. Verrassend istevens dat in hetzelfde onderzoek geen empirischmateriaal pleitte ten voordele van dit model ten aan-zien van de type-IV-optellingen (Groen & Poll, 1973,p. 297). Onderzoeksgegevens van deze of andereauteurs omtrent het eventuele bestaan van een der-gelijke oplossingsmethode bij type-III- ofIV-aftrekkingen zijn ons niet bekend. Een

crucialevraag die door de onderzoekers niet beantwoordwordt is hoe de leerling beslist of hij een concreteopgave volgens het eerste of het tweede model moetoplossen, m.a.w. of hij ten aanzien van de opgave1+ .=9 beter bijtelt tot 9 dan wel 9 met 2 vermindert.Het lijkt toch onwaarschijnlijk dat de leerling eerstnauwkeurig uitrekent of 9-2 al dan niet groter is dan2, alvorens ?Š?Šn van beide oplossingsmethoden effec-tief aan te wenden. Tenslotte merken we op dat bijdeze auteurs helemaal geen sprake is van een hi??rar-chie met betrekking tot het eerste en het tweedemodel. Immers, of de leeriingen de eerste of detweede methode aanwenden is afhankelijk van deaard van het opgavemateriaal en niet van de cogni-tieve ontwikkeling, aldus deze auteurs. Het zwakuitgewerkte theoretisch kader en meer in het bijzon-der het feit dat het oplossingsproces van enkelvou-dige rekenopgaven eenzijdig wordt omschreven alseen 'counting process' is o.i. hieraan niet vreemd(zie Groen & Parkman, 1972, p. 330). Tot nu toe hebben we de processen beschreven vanleerlingen die enkelvoudige, indirecte opgaven als'problematisch' ervaren. Voor

heel wat leerlingenechter heeft het maken van dergelijke rekenopgavenniet het karakter van een probleemoplossingspro-ces. Voor hen zijn de diverse indirecte opgaventypesstuk voor stuk standaardopgaven, omdat ze voor elktype over een specifieke, pasklare oplossingsme-thode beschikken. Het oplossingsproces van dezeleerlingen kan als volgt beschreven worden. De leer-lingen herkennen op basis van uiteriijke, vaak irrele-vante kenmerken de concrete opgave als behorendtot een welbepaald type. Vervolgens diepen ze dedaarmee geassocieerde specifieke oplossingsme-thode op uit het geheugen en passen haar toe op deconcrete opgaven. Bij veel leerlingen verioopt eendergelijke oplossingswijze 'blind', stereotiep, zon-der dat ze bewoist zijn van wat ze doen of enigeafstand kunnen nemen van hun werkwijze. Mialaret(1%7, p. 85) en Wolters (1978, p. 81) vinden het-zelfde terug bij sommige door hen onderzochte kin-deren. Tijdens het individueel onderzoek loste eenachtjarige de opgave 4-l-.=9 op door deze onmiddel-lijk om te vormen tot 9-4= .. De opgave 9- . = 1transformeerde hij zonder aarzelen tot 9-1 = .. Metde

opgave .-7=5 wist hij evenwel geen raad. Deoplossingsmethoden voor de eerste twee opgavenhad hij blijkbaar onthouden. Met betrekking tot dederde opgave wist hij ons te vertellen 'dat de meesterhem daarvoor nog geen trucje (!) geleerd had'. Ditcontrasteert sterk met het oplossingsproces van eenpaar zeer knappe leerlingen, die weliswaar ook snelen zonder nadenken een bepaalde rekenoperatie uit-kozen, doch deze keuze konden verantwoorden enhet verband konden leggen tussen de onderscheidenconcrete oplossingsmethoden. Bij die leerlingen wa-ren de specifieke methoden gegroeid uit een oor-spronkelijk uitvoerig, bewust en inzichtelijk oplos-singsproces. 7.2. Inadequate handelingsstructuren Vanuit de kwantitatieve foutenanalyse weten we datheel wat fouten gemaakt worden bij indirecte reken-opgaven en in het bijzonder bij de type-I V-aftrekkin-gen. De drie inadequate handelingsstructuren, diewe hieronder beschrijven, kunnen niet louter op ba-sis van een analyse van de fouten ontdekt en onder-scheiden worden. Daarvoor is een studie van dehardop-denk-verslagen nodig. Fouten zoals 4+13=9, 17=30+13,

2-7=5,10=^-1 en 7-8= 1 worden soms gemaakt door leer-lingen die de vertrouwde, gemakkelijke oplossings-methoden voor de directe enkelvoudige opgavenzonder meer overdragen op de indirecte sommen.Zo worden type-IV-aftrekkingen, net zoals die vantype I, opgelost door het ^ootste getal uit de opgavemet het kleinste te verminderen. Een eersteklasserdie heel wat van de hiervoor vermelde opgaven fou-tief oploste, motiveerde aldus zijn antwoord voor deopgave 2-7=5: 'Je ziet toch dat er een min-tekenstaat! Dan moetje toch aftrekken!'. Andere leerlingen maken weliswaar onderscheidtussen directe en indirecte opgaven en de bijhorendeoplossingswegen, doch verwarren de niet-inzichte- 390



??? Kwalitatief-psychologische analyse van het oplossen van aanvankelijke rekenopgaven lijk verworven oplossingsmethoden voor de onder-scheiden indirecte enkelvoudige opgaven. Dit komtdoordat de associaties tussen de oplossings wegen ende opgaventypes bij hen niet geleidelijk en op eeninzichtelijke manier werden gevormd. Een sterkstaaltje hiervan vinden we bij een tweedeklasser diezijn oplossingen2-8=1 en 12-17=5 als volgt ver-antwoordde: 'De meester heeft gezegd datje zulkeoefeningen op deze manier moet oplossen', waar-mee hij resp. verwees naar het aftrekken bij type-IV-opgaven en het optellen bij type-III-opgaven. Hijhad verkeerd gegokt... Een derde foutentype komt slechts voor bij af-trekkingen van het type a=b- . en a= .-b. In hetlaatste geval moet b bovendien groter zijn dan a.Dergelijke opgaven, zoals 4= .-9 en 4=15- . wor-den vaak foutief beantwoord omdat de oplosser deopgave van rechts naar links leest, representeert enoplost, daartoe aangezet door de plaats van het is-ge-lijk-aan-teken. We geven het hardop-denk-verslagvan een tweedeklasser bij de opgave 4= . - 9:' Negenmin punt is vier... als ik negen met

vier verminder,dan weet ik hoeveel op de plaats van het puntje moetstaan. Negen min vier is... vijf. Dus 4=^-9'. Na de beschrijving van de fouten op de indirecteenkelvoudige rekenopgaven en de manier waarop zetot stand komen, gaan we op zoek naar de dieperliggende oorzaken van het slechte presteren op devermelde opgaventypes. In de literatuur hebben wedrie verklaringen gevonden voor de moeilijkhedendie de leeriingen ondervinden bij het denkend reke-nen ten aanzien van indirecte rekenopgaven. Vooreerst kan nogmaals verwezen worden naarde Piagetiaixnse opvatting, die stelt dat bij kinderendie veel fouten maken op indirecte opgaven er noggeen notie van reversibiliteit aanwezig is, omdat zehet vereiste cognitieve stadium nog niet bereikt heb-ben. Met betrekking tot deze verklaring kan voor-eerst opgemerkt worden, dat er voor deze oppvenoplossingswegen beschreven zijn waarbij geengebruik gemaakt moet worden van de z.g. inverserekenoperatie (zie het tweede model in 7.1.). Tevens ^erd in talrijke onderzoekingen aangetoond dat kin-deren - althans bij stimulerend onderwijs - alleriei^ken en problemen aankunnen die

volgens Piagetop hun leeftijd onoplosbaar zijn (Van Parreren &Van Loon-Vervoom, 1975, p. 22). Een tweede meer orthopedagogische benaderingtracht de talrijke fouten op de indirecte opgaven teverklaren vanuit stoornissen bij slechte oplossers,??orghouts (1976, p. 216) wijst erop dat sommigekinderen niet in staat zijn de samenhang tussen de?Šlementen van een som te vatten en dus aangewezenZijn op willekeurige, oppervkikkige associaties. Deze kinderen zijn gestoord op het vlak van hetdenkend rekenen, aldus de auteur. Ook dit verkla-ringsmodel bevredigt ons niet en wel om twee rede-nen. Ten eerste, wanneer zoveel leeriingen foutenmaken op indirecte rekenopgaven, dan dient men inde eerste plaats de betreffende onderwijsleersituatiekritisch te evalueren en te veranderen, eerder dan ditprobleem 'orthopedagogisch' te benaderen. Eentweede argument ontlenen we aan Nelissen c.s.(1978, p. 418). Deze auteurs zoeken in een benade-ring als deze van Borghouts tevergeefs naar eenprocesmatige, dynamische opvatting van de intelli-gentie. Het lijkt hen derhalve op zijn minst vrucht-baarder om ernstige tekortkomingen bij

leeriingenniet in de eerste plaats op te vatten als gevolgen vandefici??nties in het systeem van potenties, maar alsgevolgen van tekorten in de procesmatige, door hetonderwijs gestuurde opbouw ervan. Een derde manier om de talrijke fouten en de aardervan te verklaren sluit aan bij deze ar^mentatievan Nelissen c.s. We vinden dit model bij onderzoe-kers die deze fouten niet in de eerste plaats wijtenaim de jonge leeftijd of a;m stoornissen bij de kinde-ren, maar aan het gebrekkige ondervvijs (Atachanov,1970). Volgens hen ligt de oorziuik van de vele foutenvooral hierin dat aan de leeriingen hoofdzakelijk eentumtal specifieke, ge??soleerde oplossingsmethodenworden aangeleerd. Wij sluiten hier bij aan. Er zou-den veel minder fouten gemaakt worden indien deleeriingen: a. van meetaf luin geori??nteerd wordenop de algemene mathematische relaties die belang-rijk zijn voor directe ?Šn indirecte rekenopgavenzoals de gelijkheids- en de deel-geheel-relatie; b. henaangeleerd wordt deze aan te wenden tijdens eenmoment van probleemanalyse alvorens aan het tel-len te slaan. In een volgend artikel zullen we dezehypothese, die meteen het

uitgangspunt vormt vande experimentele leergang, verder uitwerken en ver-antwoorden. 8. Kwalitatieve analyse van het technisch rekenenhij indirecte rekenopgaven Op het einde van de fase van het denkend rekenenbesluit de leeriing tot het uitvoeren van een welbe-paalde rekenoperatie; de uitvoering zelf gebeurt inde fase van het technisch rekenen. Natuurlijk ver-loopt het technisch rekenen anders bij een leeriingdie besloten heeft om de indirecte opgave om tevormen tot een directe dan bij een andere die deindirecte opgave als dusdanig wenst uit te rekenen(zie resp. het eerste en het tweede model in 7.1.). Hettechnisch rekenproces van de leeriing die de indi- 91



??? E. De Corte & L. Verschaff el recte opgave transformeert tot een directe opgave,verloopt wederom volgens de processen die doorV?¤n Eerde & Verhoef (1978) uitvoerig beschrevenzijn. De leerling die de indirecte opgave niet om-vormt, voert evenwel andere technische rekenhan-delingen uit. Het zijn deze handelingen die hier be-sproken worden. We beperken ons tot de uitvoerigetelhandelingen, omdat aan de hand daarvan het on-derscheid tussen het technisch rekenen bij de vieronderscheiden indirecte opgaventypes onderling ?Šntussen de indirecte en de directe opgaven het best totuiting komt. 8.1. Adequate handelingsstructuren Achtereenvolgens worden de technisch" rekenhan-delingen ten aanzien van de opgaventypes a+ .=b,.-l-a=b, a-.=b en .-a=b besproken. In het uitvoerig technisch rekenproces bij opgavenvan het type a+ .=b onderscheiden we de volgendestappen: (a) De leeriing neemt het eerste getal als basisgetal. (b) Hij begint vanaf dit getal bij te tellen en tegelijkduidt hij het aantal keren dat hij het basisgetalmet ?Š?Šn vermeerdert aan door middel van zijnvingers, streepjes, stokjes, ... (c) Hij stopt met bijtellen

wanneer het tweede getaluit de opgave bereikt is. (d) Hij telt het aantal keren dat bijgeteld werd,m.a.w. het aantal vingers, streepjes, stok-jes, ... (e) Hij schrijft dit aantal neer als uitkomst van derekenopgave. We verduidelijken deze werkwijze aan de handvan een voorbeeld. Steven loste de opgave 4-1- .=9op door na de analyse vanaf 4 bij te tellen totdat 9bereikt was, nl. 5,6,7,8, 9. Telkens als er ?Š?Šn werdbijgeteld, stak hij een vinger op. Wanneer 9 bereiktwas, telde hij het aantal opgestoken vingers, nl. 1,2,3, 4, 5, en gaf 5 als uitkomst van de opgave. De leerling die besloten heeft een opgave van hettype .-)-a=b op te lossen zonder er een type-I-op-gave van te maken, kan twee richtingen uit. In heteerste geval maakt hij gebruik van de commutatieveeigenschap van de optelling om een transformatie ophet opgavemateriaal uit te voeren, nl. van .-t-a=bnaar a-l- .=b. Wanneer dit ?Š?Šnmaal gebeurd is, ver-loopt het oplossingsproces zoals hierboven. Wij wij-zen er evenwel op dat deze werkwijze door weinigleerlingen toegepast werd. Blijkbaar hebben 6 ?¤ 8-jarigen er meer moeite mee om doeltreffend gebruikte maken van de

commutatieve eigenschap bij opga-ven van het type .-l-a=b dan bij type-I-opgavenwaarvan beide om te wisselen termen gekend zijn. Wederom rijst de vraag of dit aan het gebrekkigabstractievermogen van jonge kinderen dan wel aantekortkomingen of eenzijdigheden in de huidige re-kendidactiek te wijten is. Wanneer van de commuta-tiviteit geen gebruik gemaakt wordt, kan de hiervoorbeschreven oplossingsweg niet meer gevolgd wor-den. Immers, de leerling beschikt niet over een ba-sisgetal waarvan met bijtellen begonnen kan wor-den. Hoe vindt de leeriing dan wel de oplossing vandergelijke indirecte opgaven? Suppes (1967, p. 227)omschrijft het oplossingsproces als volgt: 'For Pro-blems of the form x-l-a=b the child may, withoutbeing explicitly conscious of it, make rough estima-tes of X and test the guess by counting'. Ter illustratiegeven we het technisch rekenproces van een eerste-klasserbij de opgave 17= . -I-13. Eerst 'probeerde' hijmet 6. Hij rekende 6-1-13 uit en bekwam 19. Op basisvan dit resultaat besloot hij 5+13 uit te rekenen. Hijvond 18. Onmiddellijk daarop gaf hij de juiste oplos-sing van de rekenopgave, nl. 4. Hij

zei: 'Als ik 5invul, is de uitkomst nog te groot, nl. 18 in plaats van17. Dus moet ik het getal invullen dat ?Š?Šn kleiner isdan 5'. Wanner het type-III-aftrekkingen niet omge-vormd worden tot directe opgaven worden ze opge-lost zoals de type-III-optelIingen, behalve dat er nuafgeteld in plaats van bijgeteld wordt. We verduide-lijken dit aan de hand van het oplossingsproces vaneen eersteklasser bij de opgave 12- .=5. Hij teldevan 12 af tot hij 5 bereikt had. Telkens als er ?Š?Šn werdafgeteld, stak hij een vinger op. Wanneer 5 bereiktwas, telde hij de opgestoken vingers, nl. 1,2,3,4,5,6, 7 en gaf het laatst uitgesproken telwoord als uit-komst van de rekenopgave. We hebben beschreven hoe type-IV-optellingenop twee manieren kunnen opgelost worden. Bij deaftrekkingen van het type .-a=b blijft de leeriingslechts ?Š?Šn oplossingsweg open, gezien de niet-commutativiteit van de aftrekking. Dit betekent datvoor de leeriing, die de type-IV-aftrekking correctheeft geanalyseerd en niet besloten heeft om ze omte vormen tot een directe som, slechts de omslach-tige strategie van het 'verstandig uitproberen' over-blijft. Deze methode stelt bovendien

grote eisen aanhet werkgeheugen van de leerling. Ze verioopt ana-loog aan het oplossingsproces van de type-IV-optel-lingen door leeriingen die geen beroep doen op decommutatieve eigenschap. We vermelden het oplos-singsgedrag van een tweedeklasser die de opgave.-7=5 volgens dit model aanpakte. Hij begon met15 in te vullen. Hij rekende vervolgens deopgave die aldus ontstond snel uit: 15-7=^- Opbasis van dit resultaat verminderde hij het basisgetalmet 2 en loste de nieuwe directe aftrekking op, nl- 392



??? Kwalitatief-psychologische analyse van het oplossen van aanvankelijke rekenopgaven 13-7=6. Daarop koos hij 12 als oplossing en vonddat 12 min 7 inderdaad 5 opleverde. 8.2. Inadequate handelingsstructuren We stelden twee typische fouten vast bij het tech-nisch uitrekenen van indirecte rekenopgaven. Invergelijking met fouten op het vlak van het denkendrekenen, kwamen ze evenwel eerder zeldzaam voor. De z.g. startfout ontstaat doordat de leerling bijhet bijtellen of aftellen begint met het noemen vanhet basisgetal in plaats van het telwoord dat ?Š?Šngroter resp. kleiner is dan het basisgetal. De uit-komst ligt dan ook resp. ?Š?Šn hoger en ?Š?Šn lager dande juiste uitkomst. Tijdens een individuele sessie gafPeter de volgende oplossing: 17=5-1-13. Dit was zijntechnisch rekenproces: 'Ik moet vanaf 13 bijtellentot ik 17 bekom. Dat wordt 13, 14, 15, 16,17... dus,1, 2, 3, 4, 5. De uitkomst is 5'. Een analoog inade-quaat denkproces gaf bij dezelfde leerling aanleidingtot 5=14-10. Een tweede type technische rekenfouten bij indi-recte rekenopgaven kunnen we aan de hand vanonderstaande voorbeelden illustreren: ^4-3=6,17=17-1-13,

5=14-5 en 15-7=7. Gemeenschappe-lijk aan al deze fouten is dat de som of het verschilvan de optelling resp. aftrekking ook ingevuld wordtop de plaats van het puntje. In het eerste voorbeeldWordt de som van de bekende en de onbekendeterm, nl. 6, ook als oplossing voor de opgave gege-ven. Case (1978, p. 215) beweert dat dergelijke fou-ten enkel door zeer jonge of zeer zwakke rekenaarsgemaakt worden. Hij meent dat de leerling in ditgeval, omdat hij helemiuil geen inzicht heeft in destructuur van de opgave, eenvoudigweg ?Š?Šn van detwee getallen die reeds in de opgave staan overneemtals oplossing voor de opgave. In dit geval zou het omeen zeer primaire, inadequate handeling op het vlakvan het denkend rekenen gaan. Wij sluiten de moge-ijkheid niet uit dat fouten zoals 6+3=6 tot standkunnen komen zoals door Gise beschreven wordt,'^pch wij hebben een andere, plausibele interpretatie^le door empirische gegevens ondersteund wordt.Volgens deze verklaring zijn de opeenvolgendestappen die tot deze fouten leiden voor opgaven vanhet type a+ .=b de volgende:a) De leerling stelt het kleinste get;d als basisgetal.^D) Hij begint

vanaf dit geti?? bij te tellen en hij duidttegelijk het aantal keren aan dat het basisgetalmet ?Š?Šn vermeerderd wordt,^c) Hij stopt met bijtellen wanneer het grootste getal,. U't de opgave bereikt is. Hij schrijft als uitkomst het laatst uitgesprokentelwoord neer. Volgend voorbeeld illustreert deze werkwijze diepas bij stap (d) verkeerd loopt. Om de opgave17=13-H . op te lossen telde Hilde vanaf 13 bij tot 17,nl. 14, 15,16,17 terwijl ze telkens ?Š?Šn vinger opstak.?‰?Šnmaal 17 bereikt schreef ze dit getal neer als op-lossing van de opgave in plaats van het aantal opge-stoken vingers te tellen. Het is alsof de leerling ookhier, op het einde van het technisch rekenproces, dewerkwijze voor het uitrekenen van directe operatiesoverdraagt op de indirecte. 9. Kwalitatieve analyse van de controlehandelingenhij indirecte opgaven Tijdens het onderzoek controleerden weinig leerlin-gen spontaan de gevonden oplossing van indirecterekenopgaven. Slechts in enkele gevallen gebeurdedit bewust en expliciet. Wij geven de opeenvolgendestappen die we in de controlehandeling onderschei-den hebben. (a) De leerling schrijft de voorlopige oplossing vande directe

opgave neer waar het puntje staat. (b) Hij m;uikt van de opgeloste indirecte opgave eendirecte opgave door de som of het verschil te'bedekken'. (c) Hij lost de vertrouwde type-I-opgave op. (d) Hij vergelijkt de uitkomst ervan met het getal dat'bedekt' werd. (e) Naiir gelang het resultaat van deze confrontatieschrijft de leerling de voorlopige oplossing neerals definitieve uitkomst of keert hij terug naar hetdenkend of technisch rekenen. Of alleen maiu- n;uir het technisch rekenen of te-vens naar het denkend rekenen moet teruggekeerdworden is iets wat door de leerlingen als het wareintu??tief wordt lumgevoeld. Ter illustratie geven wede conirolehandeling van een tweedeklasser, die deopgave 3+.=9 met 12 beantwoord had: 'Wachteens, dat kan niet want 3 plus 12 is toch 15. Ik heb 9en 3 opgeteld en ik moet ze aftrekken'. Natuurlijkkan dan pas snel en effici??nt van deze controlehande-lingen gebruik gemaakt worden, wanneer het oplos-sen van directe enkelvoudige opgaven probleemloosverloopt. Is dit niet het geval, dan is deze werkwijzeniet alleen uiterst tijdrovend maar bovendien nietzonder risico. Tenslotte wijzen we erop dat in het

technischrekenen bij type-IV-aftrekkingen en -optellingen(wanneer de commutatieve eigenschap niet wordtlumgewend) de controlehandeling als het ware isingebouwd. Het oplossingsproces van deze opgavenis immers in wezen niets anders dan het steeds op-nieuw uitvoeren van de controlehandeling op het 93



??? E. De Corte & L. Verschaff el 'geraden' antwoord, waardoor de juiste oplossinggeleidelijk benaderd en gevonden wordt (zie 8.2.). 10. Conclusies Het constaterend onderzoek over het oplossen vanaanvankelijke rekenopgaven heeft ons vooreerst ge-leerd dat de onderzochte 6 ?¤ 8-jarigen relatief veelfouten maken op opgaven die tot minder vertrouwdetypes behoren, met name de type-II-opgaven en detype-IV-aftrekkingen. Sommige relatief ongewoneindirecte complexe opgaven (bijvoorbeeld.-4-5=3), die we in dit artikel niet besproken heb-ben, werden door minder dan de helft van de leerlin-gen correct opgelost (Verschaffel, 1979, p. 45 e.V.).Belangrijk is hierbij op te merken dat meerdere leer-krachten van de onderzochte klassen een onjuistzicht hadden op de moeilijkheidsgraad van bepaaldeopgaventypes en op de algemene rekenvorderingenvan hun leerlingen. Op het feit dat geen enkele leer-kracht zoveel fouten op de type-II-opgaven ver-wacht had, hebben we reeds gewezen. Wat de glo-bale rekenvorderingen betreft, bijna alle onderwij-zers en onderwijzeressen voorspelden een gemid-delde totaaluitslag die

aanmerkelijk hoger was danhet feitelijke resultaat. Dienes (1970, p. 18) schrijfthieromtrent: 'II est tr?Šs facile pour Ie maitre d'avoirl'impression qu'un ?Šl?¨ve a compris alors, quVn fait iln'a pas compris. Tous les enfants apprennent vite lesr?Šponses types aux questions types, donnant alorsl'impression d'avoir assimil?Š les concepts. Posez-leur une question moins habituelle et vous aurez untableau tout diff?Šrent. En fait, il est probable quel'?Štendue de la compr?Šhension des concepts math?Š-matiques est encore inf?Šrieure ?¤ ce qui semble ?¤premi?¨re vue.' Uit de kwalitatieve analyse van de oplossingspro-cessen is gebleken dat het oplossingsgedrag van deleerlingen zich meestal beperkt tot het identificerenvan een opgave als behorend tot een welbepaaldesoort (al of niet juist), het opdiepen uit het geheugenvan de daarmee geassocieerde oplossingsweg en hettoepassen ervan. Wanneer de leerlingen evenwel ineen opgave niet onmiddellijk een standaardopgaveherkennen, slagen ze er veelal niet in deze pro-bleemopga ve op een verstandige, planmatige manieraan te pakken en tot een goed einde te brengen. Wij hebben

tekortkomingen binnen de vigerenderekendidactiek - eerder dan defici??nties inherentaan het kinderlijke denken van de leerlingen - ver-antwoordelijk gesteld voor deze fenomenen. Westelden vast dat de meeste onderzochte leerlingen,ondanks minstens ?Š?Šn jaar intensief rekenonderwijs. niet over een volledige ori??nteringsbasis beschiktenom de opgaven uit de toetsen op te lossen. Wijhebben hier een ori??nteringsbasis van het derde typevoor ogen (Van Parreren & Carpay, 1972, p. 42; DeLeeuw, 1979, p. 18). Deze stelt de leerling niet zon-der meer in staat bepaalde opgaventypes met kant-en-klare oplossingsmethodes aan te pakken. Welhoudt ze hem een bepaalde wijze van analyseren vanhet opgavenmateriaal voor, waardoor hij zelf voorspecifieke problemen een volledige ori??nteringsba-sis kan opbouwen. Wat het denktechnisch aspectvan deze ori??nteringsbasis betreft, stelden we vastdat slechts enkele leerlingen waardevolle probleem-analysetechnieken, zoals het maken van een sche-ma, aanwenden of spontaan de controleheuristiekuitvoeren bij opgaven die voor hen een probleemvertegenwoordigen. Met

betrekking tot de denkin-houden wijzen we op het gebrekkig begrip bij deonderzochte groep leerlingen van fundamentele ma-thematische relaties zoals gelijkheid en de deel-ge-heel-relatie, die tijdens de fase van de probleemana-lyse en de controle achteraf gebruikt kunnen wor-den. Tot slot vermelden we enkele tekortkomingen ofeenzijdigheden van het traditioneel rekenonderwijs,die o.i. voor deze onvolledige ori??nteringsbasis ende daaruit voortvloeiende slechte prestaties verant-woordelijk zijn. Ondanks de vernieuwingen van het wiskunde-on-dervWjs wordt in de praktijk nog steeds meer tijd enenergie besteed aan de rekentechnische componentdan aan het denkend rekenen. Vele onderwijzerslaten de leedingen nog steeds eindeloze rijen reken-sommen oplossen, waarin zeer weinig variatie steektmet betrekking tot de structuurkenmerken die wij inparagraaf 3 onderscheiden hebben (zie ook Streef-land, 1980). Het aanbieden van dergelijke opgaven-reeksen leidt er weliswaar toe dat de leerlingensteeds sneller en effici??nter een aantal rekentechnie-ken kunnen hanteren met steeds grotere getallen,doch dit verschaft hun geen

dieper inzicht in hetsysteem van kwantitatieve relaties dat de wiskundeis. Dit blijkt vooreerst uit de verhouding tussen defouten op het vlak van het denken en van hettechnisch rekenen. Illustratief voor deze stelling istevens dat de tweedeklassers nauwelijks beteretoetsuitslagen behaalden dan de eersteklassers. Een tweede vaststelling is dat de leerkrachten zichnog steeds voornamelijk ori??nteren op de uiterlijkeprestaties van de leeriingen en de onderliggendedenkprocessen veronachtzamen. M.a.w. de ge-richtheid op het handelen van de leerlingen is wej-licht bij vele leerkrachten niet aanwezig. Dit impli-ceert dat deze leerkrachten ook geen zicht hebben 394



??? Kwalitatief-psychologische analyse van het oplossen van aanvankelijke rekenopgaven op de nieuwe, vaak effici??ntere oplossingsmethodesen begripsschema's die sommige leerlingen uit-gaande van de aangeleerde methoden en begrippenzelfstandig ontdekken en construeren. Zo warenslechts enkele leerkrachten bekend met bepaaldeverkortingen die door hun leerlingen bij het tech-nisch rekenen aangewend werden en meer dan ?Š?Šnonderwijzer(es) had nog nooit gehoord van de me-thode van het 'verstandig uitproberen' die we inparagraaf 8.1. voorstelden. Dat dergelijke 'inventies'bij leeriingen voorkomen, heeft ook Resnick (1976)empirisch vastgesteld; deze inventies hebben vaakhet karakter van verkortingen (Van Parreren, 1978).Leerkrachten die niet gevoelig zijn voor deze feno-menen, zullen een aantal kansen tot het doen optre-den van zulke inventies mislopen en er tevens niet inslagen eventuele spontane, inadequate inventies opte sporen en bij te sturen. Tenslotte wijzen we erop dat sommige leerkrach-ten de leerlingen bewust met een aantal specifieke,ge??soleerde, niet-inzichtelijke oplossingsmethodenuitrusten, omdat

zij daarvan onmiddellijke resulta-ten verwachten (zie Freudenthal, 1979, p. 23). Zijbezorgen de leerlingen een aantal z.g. trucjes voor dediverse opgaventypes. Zo verzekerde een onderwij-zer ons dat zijn leeriingen enkel de opgaven van hettype .-a=b slecht zouden oplossen 'omdat ze ditsoort oefeningen nog niet geleerd hadden'. Uit eendergelijke aanpak spreekt de opvatting dat het lerenoplossen van rekenopgaven een doel-op-zich is; te-gelijk maakt men daartoe echt wiskundig probleem-oplossend denken onmogelijk en opent men geenkansen voor de cognitieve ontwikkeling in het alge-meen. In dit artikel hebben we beschreven hoe een groepeerste- en tweedeklassers aanvankelijke rekenopga-ven oplost en welke moeilijkheden ze djuirbij onder-vinden. Onze analyse van deze moeilijkheden intermen van een onvolledige ori??ntatie op de vereistedenkinhouden en denktechnieken, vormde hetrechtstreekse uitgangspunt van de experimentele[eergang, die in een volgend artikel uitvoerig bespro-ken wordt en waarmee we hoopten het oplossings-gedrag van de leeriingen te optimaliseren en huncognitieve ontwikkeling vooruit te helpen. '

â–  Een taakleraar is een onderwijzer die remedicrend op-treedt ten juinzien van leerlingen die om ?Š?Šn of anderereden een achterstand opgelopen hebben in het leer-proces of ten aanzien van kinderen met parti??le leer-"loeilijkheden die niet van die iuird zijn dat ze eenovergang van het gewoon naar het buitengewoon lageronderwijs rechtvaardigen. 2. Waarom we deze fout een technische rekenfout noe-men en hoe ze tot stand komt, wordt in 8.2. beschreven. 3. Om de uitslagen op de onderscheiden opgaventypesvlot te kunnen interpreteren en onderling te kunnenvergelijken, hebben we voor de procentuele weergavegeopteerd. De absolute waarden kunnen desgewenst bijde auteurs verkregen worden. Literatuur Anderson, R. C., Schema-directed processes in languagecomprehension, in: A. M. Lesgold, J. W. Pellegrino, S.D. Fokkema & R. Glaser (Eds), cognitivc psyclwlogyand instruction. New York, Plenum Press, 1978, p. 67-82. Atachanov, A. R., Over de relatie tussen kennis en cogni-tieve ontwikkeling bij 7 ?¤ 8-jarige kinderen, in: Onder-wijs aan en ontwikkeling van jongere leerlingen. Kiev,1970, (uit het Russisch vertaald door A.

Pellegrom,I.P.A.W., R.U. Utrecht). Borghouts van Erp, J. W. M., Rekenstoomissen. Eenpleidooi voor visie. Tijdschrift voor Orthopedagogiek,1976 (6) 215-228. Qimpbell, D. T. & J. C. Stanley, Experimental and quasi-experimental designs for research on teaching, in: N. L.Gage (Ed.), Handhook of research on teachim-, Chi-cago. Rand McNiUly, 1%3, p. 171-246. Gise, R., A developmental classrooni task. Finding theswn or addend in suhstraction. (Mimeo.) Berkeley,University of California, 1977. Case, R., Piaget and beyond: tow;u-d a developmcntallybascd theory and technology of instruction, in: R. Glaser(Ed.), Advances in instructional psychology. Vol. l.Hillsdale, New Jersey, Lawrence Erlbaum, 1978,p. 167-228. Case, R., Implications of developmental psychology forthe design of effective instruction, in: A. M. Lesgold, J.W. Pellegrino, S. D. Fokkema & R. Glaser (Eds), Cog-nitive psvchologv and instruction. New York, PlenumPress, 1978a, p. 441-463. Corte, E. De, Objecten, doelen en methodologie van deonderwijspsychologie. Tijdschrift voor Onderwijsre-search, 1979 (4) 209-218. Corte, E. De, Cognitieve psychologie en onderzoek

vanonderwijsleerprocessen in de Verenigde Staten, in: Li-her Amicorum Prof. Dr. J. Nuttin, Leuven, Universi-taire Pers Leuven, 1980 (ter perse). Dienes, Z. P., Construction des nuith?Šmatiques. (l'?‰duca-teur, n'??) Paris, Presses Universitaires de France,197F, 1966', 266 pp. Franse vertaling door G. Walun-sinski van: Building up mathematics. London, Hutchin-son Educational, 1970^. Dumont, J. J., J. H. M. Hamers & J. J. M. Ruijssenaars,Rekenstoomissen. De samenhang van technisch en be-grijpend rekenen met enkele psychologische vaardighe-den, Pedagogische Studi??n, 1977 (54) 386-397. 395



??? E. De Corte & L. Verschaff el Eerde, D. van & L. Verhoef, Analyse van het optellen enaftrekken in de basisschool. Pedagogische Studi??n,1978 (55) 354-367.Freudenthal, H., Lessen van Sovjet rekenonderwijs- kunde. Pedagogische Studi??n, 1979 (56) 17-24.Groen, G. J. & J. M. Parkman, A chronometric analysis ofsimple addition. Psychological Review, 1972 (79) 329-343. Groen, G. J. & M. Poll, Substraction and the Solution ofopen sentence problems, Journal of experiment al ChildPsychology, 1973 (16) 292-302.Heller, J. I. & J. G. Greeno, Seinantic processing ofarithmetic wordproblem solving. Paper presented at themeeting of the Midwestem Psychological Association,Chicago, May 1978.Kalmykova, Z. I., Methods of scientific research in thepsychology of instruction, in: E. Stones {^.),Readingsin educational psychology. Learning and teaching.London, Methuen, 1970, p. 125-142.Leeuw, L. de. Leren probleemoplossen: onderzoek naarhet effect van het aanleren van algorithmische en heu-ristische oplossingsmethoden mede in verhand metpersoonskenmerken. Lisse, Swets & Zeitlinger, 1979.Lindvall, C. M. & C. G. Ibarra,
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