
??? Lessen van Sovjet rekenonderwijskunde H. F. FREUDENTHAL?’. O. W. O., Utrecht Samenvatting Het cognitief onderzoek naar rekenpotenties vankinderen uit de school van Davydov wordt in zijnhistorisch verband en in het verhand van hetSovjet-Onderwijs geplaatst. De denkbeelden vanDavydov worden als zodanig en qua realiseringgeanalyseerd, aan wiskundige inzichten gerelateerden met Westerse ontwikkelingen vergeleken. Hierbijwordt aangeknoopt een beschouwing over dedidactische zin en onzin van denksommen aan deene kant en van algebra??sering aan de andere kant. l. Inleiding Er is groeiende belangstelling in het Westen voorSovjet-pedagogiek en pedagogische psychologie,speciaal wat rekenen en wiskunde betreft. Hiervangetuigen onder meer de Engelse vertalingen vanSovjet-literatuur' een analyse van onderzoek uitde kring van Davydov door Freudenthal", eenuitgave - kort geleden - in het Nederlands van werkuit dezelfde kring' en tenslotte een aantal opstellenten dele refererend, ten dele produktief inNederlandse tijdschriften. Sovjet-onderzoek, voor zover

toegankelijk ge-maakt, roept een verwarrend beeld op. De rekendi-dactische opstellen in' delen IV-VI zijn zo teleurstel-lend, dat men zich afvraagt waarvoor ze vertaaldzijn. Krutetskii's boek^ is, hoewel theoretisch zwak,een bron van inspiratie, die veel te lang op eenvertaler heeft moeten wachten. Het verzamelwerkdat tot mijn analyse" aanleiding gaf, bevat bijdragenvan zeer laag niveau naast bijdragen die wel demoeite van lezen, maar door ondragelijke langdra-digheid niet de moeite van het vertalen waard zijn.De Nederlandse uitgave' is zowat het beste dat uit dekring rond Davydov vertaald is. Een groot raadsel isDavydov zelf - uitstekend werk in' (1965), datschrijnend contrasteert met later werk (1969) (in dein" geanalyseerde verzameling). Ik heb er mijnverklaring voor en ik loop erop vooruit: bekwameonderzoekers gevangen in het spinneweb van eentraditioneel rekenonderwijs, met als gevolg kramp-achtige worstelingen die zich in polemiek enideologie??nstrijd'" uiten. 2. Historie-van Babyloni?? tot de 'Kinderexamens' Onderzoek van onderwijs is, indien relevant, in hogemate door het

vigerende onderwijs en het heersendeonderwijssysteem en zijn filosofie bepaald. Wat menzwart op wit omtrent onderzoek van onderwijsgerapporteerd ziet, hoort in zijn juiste context teworden geplaatst om goed begrepen en vooreventuele overdracht geschikt gemaakt te worden.Op wie met Westers reken- en wiskunde-onderwijsin zijn diverse nationale schakeringen vertrouwd is,komt het Sovjet-onderzoek van onderwijs vreemdover. De pogingen in het Westen om er belangstel-ling voor te wekken, zijn dan ook ge??soleerd en nogweinig effectief geweest. Voor beter begrip van wathet Sovjet-onderwijs scheidt van het Westerse,althans in rekenen-wiskunde, is een historischeuiteenzetting onmisbaar. Kernpunt is dan wat menbij ons redactiesommen noemt (in 't Engels wordProblems, in 't Duits Textaufgaben of eingekleideteAufgaben). Naast die van het type '?Š?Šn ei kost zoveel,hoeveelkosten 12 eieren' of omgekeerd, kent men vanoudsde 'denksommen': 'Een steen weegt een pond plus de helft van zijngewicht'. 'Op een boerderij zijn er kippen en konijnen metsamen 10 koppen en 26 poten;

hoeveel kippen enhoeveel konijnen?' 'Van een veijaardagspartij van 10 kinderen gaat dehelft van de jongens weg; 6 kinderen blijven er over;hoeveel jongens waren er en hoeveel meisjes?' ' A doet een werk in 3 uur, B doet het in 4 uur; hoelang doen ze er samen over?' 'Twee voertuigen rijden elkaar tegemoet van eenafstand van 100 km; het ene met een snelheid van 15km per uur, het andere met een snelheid van 25 km Pedagogische Studi??n 1978 (55) 17-525 523



??? //. Freudenthal per uur; wiuir en wanneer ontmoeten ze elkaar?' 'Jan en Piet wonen op hetzelfde adres en werkenop hetzelfde bedrijf; Jan fietst 20 minuten over dieafstand, Ret doet er 30 minuten over; Jan vertrekt 5minuten later dan Piet; waar haalt hij Piet in?' 'Een forens pleegt precies op tijd door zijn vrouwmet de auto van het station te worden afgeh.uild; eenkeer neemt hij een trein die precies een uur vroegeraankomt en loopt de auto tegemoet, wuiirdoor ze 10minuten eerder dan gewoonlijk thuis zijn; hoe langwas hij onderweg toen hij zijn vrouw ontmoette?' 'Een vader huit 100 goudstukken aan zijn vijfzoons na; de erfenis moet zo worden verdeeld datieder een goudstuk minder krijgt dan zijn naastou-dere broer; hoeveel krijgt elk afzonderlijk?' Onder deze vraagstukken zijn er van eerbied-wiuirdige ouderdom, z?? uit de spijkerschrift-tekstenvan 5(X)0 jiuir geleden. Ze dienden om - zei men -het verstand te scherpen. In elk geval waren ze nogruim een halve eeuw geleden een geliefd selectie-middel om de knapste jongens " eruit te lichten,voor een toekomstige carri?¨re als onderwijzer ofboekhouder. Een goede

schoolmeester wilde uiteraard veelknappe jongens afleveren en dus ging hij zijnleerlingen in dit soort sommen trainen voor detoelatingsexamens van het voortgezet onderwijs. Hijvond de nodige steun bij de auteurs van rekenboek-jes en bij de uitgevers van de 'Toetsnaald'. In deedele wedstrijd tussen de producenten van opgavenvoor de 'kinderexamens' en de schoolmeesterszocht de ene partij het in steeds nieuwe complicatiesen de andere in het inoefenen van een beperkt aantaltypes sommen. Het aantal bassins en het aantalkranen die om strijd water van het ene naar hetandere bassin moesten leiden, het aantal koffiesoor-ten of wijnen van uiteenlopende kwaliteit en prijs,die gemengd moesten worden, het aantal werkliedendie samen aan de slag gingen, bleef groeien. Eentypisch voorbeeld: de hond die per minuut zoveelsprongen van zoveel meter doet, en de haas metzoveel sprongen van zoveel meter per minuut enzoveel voorsprong, die door de hond moest wordeningehaald. De kritiek op dit soort rekenonderwijs was ookniet mals. Grappenmakers constateerden dat deleerlingen volgens de aangeleerde recepten

metevengroot gemak vraagstukken oplosten als: 'Een vader doet een weg in 4 uur, zijn zoon doethem in 3 uur: hoe lang doen ze er over als ze samenop weg gaan?' '3 blaffende honden kunnen 20 mensen 5 uurwakker doen liggen; hoe lang kunnen 5 blaffendehonden 15 mensen wakker houden?' De meer serieuze kritiek was, achteraf bekeken,minder principieel dan die der grappenmakers. Menkeerde zich tegen overdrijvingen, maar koesterdetoch een geloof in gesystematiseerde oplossingsme-thoden, zoals de denkpsychologie scheen aan tedragen. Nu is er inderdiuid ?Š?Šn systematische methode omdergelijke vraagstukken op te lossen: die van dealgebra: 'Noem wat onbekend is x (of als er meer zijnX, y, z enz.), schrijf alle relaties op waaraan deonbekenden voldoen en los de ontstane vergelijking(of vergelijkingen) volgens de regels van de kunst op:Het vraagstuk van de steen - stel zijn gewicht x, danis X = 1 + '/2X, dus X = 2. Of de kippen en ko-nijnen, X en y naar aantal, dus x + y = 10,2x + 4y = 26, dus x = 7, y = 3. Of de verjaarpar-tij, x jongens en lO-x meisjes, dus'/zx 4- (10-x) = 6,dus x = 8. En ga zo maar door. Maar

de lol is er dannatuurlijk van af. Als je een keer over de algebra??-sche routine beschikt, zijn dit soort vraagstukkengeen 'denksommen' meer om het 'verstand tescherpen'. Willen ze dit doel vervullen, dan moet deleerling er juist mee worden geconfronteerd, wan-neer hij nog niets van algebra afweet, in het rekenon-derwijs. Vraagstukken, die de scherpte van het ver-stand moeten toetsen, zijn uiteraard een slag in delucht, als de leerling als het ware in de algebra kan'spieken'. Of - een ander beeld - met de kabelbaannaar de top van een berg, terwijl van je verwachtwerd, datje het ploeterend per pedes apostolorumdoet. 3. Historie - onze eeuw, hier en in de Sovjet-Unie Inmiddels zijn de absurde en de ingewikkelderedactiesommen uit het rekenonderwijs verdwenen,zoals rekenboekjes en - ten onzent - de CITO-toet-sen kunnen getuigen. Het zou de moeite waard zijn,zoals bij heel wat andere veranderingen, uit tezoeken, wat er de oorzaak van geweest is, of veeleerhoe de diverse oorzaken samengespeeld hebben omdeze veranderingen te bewerken. Argumenten van gezag, zoals in Nederland doorKohnstamm te berde

gebracht, hebben er zeker eenrol bij gespeeld, maar dat die argumenten effectkonden sorteren, was - dunkt me - veeleer aansociale factoren te danken, die zich uitten in eenfeitelijke en juridische verandering van het school-systeem. De uiteindelijke selectie voor het beroepwordt naar steeds hogere leeftijden verschoven envoorbereid door een trapsgewijze selectie, waardoorde cesuur tussen lager en middelbaar onderwijsgerelativeerd wordt - zie het verdwijnen van het 18



??? Lessen van Sovjet rekenonderwijskunde toelatingsexamen in ons onderwijssysteem. Wat die redenen ook mogen zijn, er is op dealgemene trend ?Š?Šn uitzondering: de Sovjet-Unie.Ook daarvan zou het de moeite waard zijn, deoorzaken op te sporen. Overdracht van traditionelewiuirdcn, die men als cultuurgoederen beschouwt, iseen onmiskenba<>r principe van het Sovjet-onder-wijs. Dit ?¨n de behoefte, in een reusachtigonderwijssysteem uniformiteit te handhaven, leidter toe, dat men alles tracht te vermijden, watbreuken in de traditie zou kunnen veroorzaken. Datschijnt dan ook tot nu toe, althans wat deredactiesommen betreft, in de Sovjet-Unie gelukt tezijn. Tegenover de breuk in de rest van de wereldvalt er een verbazingwekkende continu??teit teconstateren. De in' toegankelijk gemaakte Sovjet-li-teratuur over de didaktiek der redactiesommen laatserieuze inspanningen zien, om de redactie-opgavenuit het aanvankelijk rekenonderwijs volgens, zeg, 20typen te classificeren en te onderwijzen, hetgeenbetekent dat de leerling kenmerken - 'cues' wordtzoiets in de Amerikaanse didaktiek

genoemd - aande hand worden gedaan om het type vraagstuk dathij voor zich heeft, te herkennen en in elk apart gevalde meest gewenste oplossingsmethode toe tepassen. Bijvoorbeeld in het geval van de kippen enkonijnen: stel dat het allemaal kippen waren,hoeveel poten hou je dan over? Of bij de treinen dieelkaar tegemoet rijden: tel de snelheden op. Of als detreinen achter elkaar aan rijden, trek de snelhedenaf. Of bij de erfenis: de middelste broer ontvangt hetgemiddelde. Wiskundigen van groot gezag konden het zichpermitteren dit rekenonderwijs te bestrijden. Zonderveel succes. In de jaren dertig schreef de vermaardewiskundige A. Ja. HinCin (Khintchine) (volgens debron van": Ik verzeker absoluut, dat vrijwel alle rekenkundigedenk-opgaven, die de grenzen van het simpele rekenwerkoverschrijden, hetzelfde karakter dragen; het zijn geheelalgebraische opgaven, die doelen op het opstellen vanlineaire vergelijkingen of systemen van lineaire vergelij-kingen. Natuurlijk, als men wil, mag men altijd voor deprijs van smakeloze kunstjes en duistere methoden de helenoodzakelijke

algebraische analyse van het vraagstuk inwoorden vertalen, zonder formules en letteraanduidingenâ€?.. maar ik hoop, dat ik niet alleen ben in mijn grondigeafkeer van dit soort 'rekenkundige' oplossingen. Waar-voor dient dit? Welk 'bevattingsvermogen', welkealgemeen waardevolle geestelijke bekwaamheden kann^en bij het kind ontwikkelen, als men het dwingt tot zulkeonnatuurlijke, instinctief afstotende oefeningen? In dealgebra, in de T klas, leert men dergelijke vraagstukkengem^elijk, natuurlijk, haast mechanisch op te lossen,"et is net, alsof men soldaten in het eerste dienstjaar metgeweren van, zeg maar, v????r Peter de Grote, zou latenoefenen, om hun pas later een modem model in handen tegeven.' En over de effici??ntie van die methoden zegt HinCin: Ik moest eens bij de goede onderwijzers van de 5' klasseninformeren, hoeveel percent van de leerlingen feitelijkleren de rekenkundige opgaven op te lossen, die boveneenvoudige rekensommen uitgaan, d.w.z degene waarbijde oplossingsmethode, hoe eenvoudig ook, door deleerlingen zelf gevonden moet worden. Van alle onder-

vraagde onderwijzers antwoordde er ?Š?Šn, dat tot aan de15% erin slagen, deze kunst te leren; alle anderen zeiden,dat slechts enkelingen deze kunst verwerven; sommigenverklaarden zelfs, dat 'het onmogelijk was deze kunst in 'tiJgemeen te onderwijzen'. Natuurlijk kan de leerling,wanneer hij een hele reeks gelijksoortige opgaven gedaanheeft, zonder moeite een opgave van precies hetzelfdetype oplossen (en dit verklaart waarom repetities enexamens geen volledige fiasco's zijn); maar dat de leerlingzelfstandig de oplossing van een nieuwe opgave vond - hoeeenvoudig ook van type - dit is volgens unaniem oordeelder onderwijzers iets wat alleen bij uitzondering kanworden bereikt. Aldus HinCin's betoog. Zijn stem werd niet gehoord.Wanneer jaren later de discussie wordt hervat, is hetvoornamelijk de leuze 'algebraisch versus reken-kundig' die weerklank vindt. Ik zal later duidelijkmaken dat die leuze onjuist is - zoals alle leuzen eensimplificatie. Ons past heden een meer genuan-ceerde benadering. Maar laten we dan voodopig die termen gebrui-ken. De argumenten in de Sovjet-literatuur

tengunste van de rekenkundige methode waren vantwee??riei aard: Aan de ene kant de vormendewaarde - de denksommen zouden de geest scherpenen daar is de leeftijd van 7-10 de juiste tijd voor; aande andere kant, omdat de kinderen dan nog niet aanalgebra toe zijn. Het getalbegrip in deze periode zouop konkrete interpretatie en direkte perceptieberusten; de kinderen zouden derhalve tot het begripvan 'empirische' getallen en relaties beperkt zijn;aan 'algemene' getallen, zoals door letters gesymbo-liseerd en relaties, zoals in formules uitgedrukt,zouden de kinderen nog niet toe zijn. Dezetegenstelling van 'empirisch' en 'algemeen' (somsook 'praktisch' en 'theoretisch'), die in de Sovjet-fi-losofie, psychologie en pedagogische psychologietelkens terugkeert, doet wat dilettantisch of op zijnminst ongenuanceerd aan. Ik weet er - ook metWesterse toelichtingen erbij - geen raad mee en slade fervente ideologisch getinte discussies daarovermet genoegen over. 19



??? H. Freiidenthal 4. Historie - Davydov In de jaren zestig werden er pogingen gedaan dedogmatisch Vcistgestelde fasering van 'empirisch' en'algemeen' getalbegrip aan het wankelen te brengen.MenCinskaja en Moro worden hiervoor geciteerd:algebraische oplossingsmethoden in een ontwikke-lingsperiode, die volgens de heersende opvattingvoor rekenkundige methoden was gereserveerd.Davydov ging een belangnjke stap verder. TerwijlMenCinskaja en Moro ':ilgemene' getallen alsgeneralisatie van 'empirische' onderwezen en hetonderwijs in operaties op algemene getallen baseer-den op de vertrouwdheid met dezelfde operaties metempirische getjdlen, stelde Davydov een radicalerebenadering voor: ZtHlocnde is de iJgebn??sering van aanvankelijke wiskundeuit psychologisch oogpunt direct verbonden met hetprobleem v;in abstractie en generalisatie. Een dermogelijke (en meest verbreide) methodes is dat het werkenmet Icttergegevens verschijnt als generalisatie van vooraf-giuinde bewerkingen met concrete getallen (cijfers), als eenhoger niveau van abstractie... Er is echter een andereopvatting mogelijk waarbij de

algebrai'sering kwalitatiefverschilt van de weg naar generalisatie van mathematischeabstractie bij jonge leerlingen. De relatie tussen concreteen algemene getallen dient herzien te worden... Letter-symboliek is met succes ge??ntroduceerd als middel omrelaties tussen grootheden te beschrijven, en dat in eenstadium waar van numerieke getallen nog geen sprakeis... Van meet af aan werd het getal ge??ntroduceerd alsalgemeen begrip vjui de relatie tussen twee groothedenwiuirvan de ene in de andere wordt uitgedrukt... Davydov laat - dit is vooral duidelijk in zijn werkonder' - het opereren met grootheden voorafgaanaan dat met getallen en hij schroomt niet hierbij metalgemene niet numeriek bepaalde grootheden tewerken, de grootheden met letters aan te duiden ende bewerkingen op en relaties tussen die groothedenin lettervergelijkingen vast te leggen. Hierin moetmen de eigenlijke verdienste van Davydov zien; inhet idee (met in casu als paradigma het getalbegrip),dat algemene voorstellingen, begrippen, inzichtenniet noodzakelijk via generalisatie worden verwor-ven - een denkbeeld dat ik deel en in groterealgemeenheid

elders met nadruk heb geponeerd'^. 5. Terminologie - grootheden Alvorens verder te gaan, moeten we duidelijkheidscheppen in de vrij verwarde terminologie die in deSovjetonderzoekingen en de daaruit afgeleideliteratuur rond de termen 'algebra' en 'algebra??sche methode' heerst. Bij 'algebra' denken we aan bijvoorbeeld nega-tieve getallen, haakjes, machten, wortels, vergelij-kingen en - last not least - letters. Negatievegetallen komen in de Sovjet methoden, die zichalgebraisch noemen, niet voor. In het Westen is juistaan negatieve getallen op basisschool-leeftijd veelaandacht besteed - ik laat in 't midden of dit terechtis geschied, in 't bijzonder of hetgeen op basis-school-leeftijd met negatieve getallen kan wordenbereikt, de toets doorstaat vjm wat de zin van denegatieve getallen is. De algebra van de basisschool ?¤ la Davydov is tothet positieve (en de nul) beperkt - een vreemdlijkende situatie als men voor de algebra het formelecriterium van onbeperkte uitvoerbaarheid van alleoperaties (dus ook van de aftrekking) beslissendacht. Toch is deze beperking minder vreemd dan hetlijkt. Davydov's schoolalgebra is - zoals

duidelijkwordt gezegd - een algebra wan grootheden. Ik kanhier niet uitleggen wat de wiskundige ondergrootheden verstaat. Men neme genoegen metvoorbeelden zoals lengte, oppervlakte, inhoud,gewicht en met het opsommen van enige eigen-schappen: Ten aanzien van een grootheid kunnenobjecten op rangorde vergeleken worden (groter-kleiner, meer-minder, voller-minder vol, zwaarder-lichter), opgeteld en afgetrokken worden (hetkleinere van het grotere), onbeperkt verdeeldworden. Deze eigenschappen karakteriseren het begripgrootheid nog niet volledig, maar laat ik me nudaartoe beperken. Het voornaamste model vangrootheid is uiteraard lengte. Grootheden, in 't bijzonder lengte, als bron ofmedebron van het getalbegrip zijn ook voor hetWesten niet nieuw. Wie kent niet de Cuisinaire-staafjes, getallen door lengtes gerepresenteerd- om van ouder Froebel-materiaal te zwijgen. Cuisinaire-staafjes representeren de getallen van 1tot 10- een weinig flexibel instrument vergeleken bijde getallenlijn, m?¨t of zonder priori nummering,genummerd of alleen gemerkt, in sprongen vaneenheden of van tientallen of vijftigtallen

ofhonderdtallen of van deelmerken en nummersvoorzien of met eenheden die in breuken zijnonderverdeeld, of, als het moet, ook naar denegatieve kant voortgezet'^. Ik heb eens degetallenlijn de belangrijkste wiskundige aanwinstvan het rekenonderwijs in de laatste decenniagenoemd - belangrijk vooral ook omdat de getallen-lijn het enige model voor het getalsysteem is datdefinitief geldig blijft - van de kleuterschool tot dehoogste wiskunde toe. 20



??? Lessen van Sovjet rekenonderwijskunde Dit sluit andere modellen niet uit. Liefst nogflexibeler dan de getallenlijn zijn 'stroken', diebepaalde en onbepaalde waarden van groothedenrepresenteren en operaties van vergelijken (vol-gens lengte), optellen (door aanplakken), aftrekken(door afknippen), delen (door doorknippen) onder-gaan." Blokken, waar muurtjes en torentjes uitworden gebouwd, van verschillende vorm enafmeting zijn een ander, in bepaalde situaties evenflexibel voorbeeld.'' Tenslotte mogen meetactivi-teiten van al dan niet numeriek karakter in hetaanvankelijk rekenonderwijs niet worden vergeten. Er is in 't Westen een streven om het getal en debewerkingen erop vanuit een grote verscheidenheidvan uitgangspunten te ontwikkelen al zou ik nietwillen beweren dat de rekenboekjes, ook de meermoderne, dit weerspiegelen. Veel heeft nog eenexperimenteel karakter. De aanzetten in de kringrond Davydov zijn hierbij vergeleken te smal endogmatisch beperkt: er is uit de grote potenti??leverscheidenheid van instappen vanuit de realiteitnaar rekenkundig-wiskundige objecten,

bewerkin-gen en eigenschappen telkens ?Š?Šn enkele gekozen,degene die het beste in het systeem past, terwijlandere relaties met de realiteit achteraf desnoods inde oefenstof zijn verwerkt. Wat valt er desondanksvan te leren? 6. Terminologie - algebra Ik herinner er nog eens aan dat algebra??sch in de zinvan Davydov niet omvat, wat normaal algebra wordtgenoemd. Het is een algebra niet van getallen, maarvan grootheden. De logische sequentie op deachtergrond van Davydov's analyse is: (1) Ontwikkeling van het mentaal object getal vanuitgrootheden, (2) Onbepaalde grootheid didactisch voorafgaandeaan bepaalde grootheid, (3) Notatie van onbepaalde grootheden door lettersen hun relaties door lettervergelijkingen, (4) Formeel werken met letters en lettervergelijkin-gen. Met (4) begint pas de algebra, maar hieraan komtDavydov niet toe. Indien zoiets in 't geheel opbasisschool-niveau mogelijk zou zijn, dan zeker nietmet Davydov's aanzetten, waarbij letteruitdrukkin-gen telkens weer niet als algebra??sche grootheid,maar als 'verhaal' worden ge??nterpreteerd enderhalve algebra??sche

transformaties op algebra-'sc^ uitdrukkingen uit het gezichtsveld blijven. Wat (1) betreft, is er in het Westen ervaring vangrote verscheidenheid opgedaan, met dien verstandedat naast de benadering via grootheden de cardinaleen de ordinale zeker gelijkwaardige rollen spelen.Zelfs indien die via grootheden de voorkeur zouverdienen zou een overmatige beklemtoning ervanaverechts uitwerken: de voorschoolse ervaringenvan de kinderen, de verwachtingen van de ouders ende gewoontes van de onderwijzers zouden zulk eenscherpe breuk met de traditie niet gedogen. De nadruk die Davydov op (2) legt is mijns inziensterecht. Althans dient er bewuster dan tot nu toe metmogelijke voordelen die deze visie biedt, rekening teworden gehouden. De voorbeelden hiervoor, diemen in de Sovjetliteratuur vindt, zijn echter tebeperkt. Een inventariserend onderzoek van deWesterse literatuur zal vrijwel zeker meer opleverendan wat er in de Sovjetliteratuur daaromtrent is tevinden. (3) is een originele bijdrage van Davydovwaarvoor in het Westen, naar ik meen, geentegenhangers zijn te vinden. Dat (3) een

mogelijkheidis, heeft Davydov aangetoond; of het functioneelwenselijk, nuttig, nodig is, is een andere kwestie.Davydov heeft wel aangetoond dat (3) functioneertin het fossiele Sovjet-onderwijs van redactiesom-men. Of het in het Westerse onderwijs functioneelkan zijn, is a priori niet zeker en experimenteel nietbevestigd. Het valt ook niet te bevestigen doorproeven die alleen redactiesommen omvatten. Ik zallater uiteenzetten dat dit soort kwasi-algebra ookgevaren inhoudt, die de winsten illusoir kunnenmaken. 7. Redactiesommen Wat de feitelijke uitwerking van Davydov's idee??naangaat, worden we - vergeleken bij de meestalpovere Westerse rapportagegewoonten - goed opde hoogte gesteld, door gedetailleerde beschrijvin-gen en protocollen van lessen. Het gestroomlijndlijkende, op de onderwijzer gecentreerde onderwijs,waarbij niets aan het toeval schijnt te zijnovergelaten, maakt een vreemde indruk op wie vanhet Westerse onderwijs alleen die varianten kent, diezich door een open stijl onderscheiden. Het zouonredelijk zijn hierop af te geven. Ik heb op het einde van paragraaf 4

Davydov'sverdienste in het onderzoek naar cognitieve moge-lijkheden van kinderen beklemtoond. Wat ik inparagraaf 1 heb gesignaleerd als een vernauwing vanvisie in zijn ontwikkeling van 1965 naar 1969 isuitermate teleurstellend. Men zou willen dat hij opde eenmaal ingeslagen weg was doorgegaan. Nukomt hij wat het reken-wiskunde-onderwijs aangaat, 21



??? //. Freudenthal over als eenzijdig gericht op redactiesommen en dannog alleen de beperkte types redactiesommen die nueenmiuil het Sovjetonderwijs voor de diverseleeftijden kenmerken. Men krijgt de indruk, datDavydov de noodzaak voelde zich waar te maken enmeende dat te kunnen bereiken door de aanhangersvan de 'rekenkundige' oplossingsmethoden op huneigen terrein te verslaan - hetgeen hem dan ookgelukt is. Althans statistisch bekeken. Ik heb niet deindruk dat zijn idee??n in het Sovjetonderwijs wortelhebben geschoten. Wat de ideologisch getintepolemiek aang;uit, verwijs ik naar de eerderiuuigehaidde uiteenzetting'ÂŽ. Wanneer voorajinstaande Sovjet-wiskundigen hetSovjet-rekenonderwijs aanvielen, dan was hundoelwit niet i??leen de rekenkundige oplossingsme-thode, maar de cultus van de redactiesommen alszodanig. Immers, mochten oorspronkelijk de reken-kundige methoden uitgevonden zijn, om de de geestscherpende denksommen op te lossen, inmiddelswerden til lang sommen gecre??erd om de diverseoplossingsmethoden te oefenen en te toetsen. Doorin deze vicieuze cirkel te stappen, heeft

Davydovvoor een opportunistische tactiek gekozen ,en zoietswreekt zich op den duur. Het was bovendien jammer, want Davydov'sidee??n houden meer in dan oplossingsmethodenvoor redactiesommen en wie ze niet uit deze contextweet los te maken, blijve liever af van Davydov. Ikbeklemtoon nog eens wat ik eerder zei: hetgetalbegrip als didactisch paradigma voor een leren,waarbij algemene voorstellingen, begrippen, inzich-ten niet noodzakelijk door generalisatie maar in eendirecte greep worden verworven. Er is alle reden omdeze visie in vernieuwd reken-wiskunde-onderwijsserieus te nemen. 8. Relatie van geheel en deel Er valt echter nog meer op de ontwikkeling rondDavydov aan te merken. Op zeker ogenblik heefthijzelf of hebben zijn medewerkers een sloganopgegrepen en uitgebazuind, die in hoge matemisleidend is, de slogan van de relatie van geheel endeel. Evenals in het Nederlands denkt men in hetRussisch bij 'geheel en deel' aan breuken, enmogelijk is de term erin gekomen, toen Davydovzich met de breuken ging bezighouden. Nuweerspiegelt de term 'relatie van geheel en deel' ookal bij breuken een -

weliswaar algemeen gebruike-lijke, maar desalniettemin - geheel ontoereikendedidactiek - het taartverdelen als enig toegang totbreuken. In werkelijkheid treden breuken in een rijkgeschakeerde vari??teit van contexten op, waarmee albij de introductie rekening moet worden gehouden.Wanneer Jan half zo oud is als Piet, de ene boom halfzo hoog als de andere, de ene steen half zo zwaar alsde andere, is er geen sprake van 'geheel en deel' endit geldt niet pas bij de breuken. Objecten wordenqua lengte, oppervlakte, inhoud, gewicht nietvergeleken door middel van de veel te poveregeheel-deel-relatie. In 1966 was dit aan Davydov'geheel duidelijk; in 1969 (zie '') is dit inzichtverduisterd door de slogan van 'relatie van geheel endeel' die als alleen zaligmakend wordt aangeprezen.Davydov's breukendidactiek, hierop gebaseerd, isdan ook geheel ontoereikend - een valkuil waarvoorWesterse onderzoekers dienen te worden gewaar-schuwd. Ze is trouwens puur rekenkundig zonderenige aanzet tot algebrai'sering. Ondertussen is in het Westen in de laatste 10-20jaar ontzaglijk veel aan breuken gedaan. Waar zezich in het

Sovjetonderwijs voor de redactiesom-men inspanden deden ze in het Westen hun best metbreuken: pogingen dit onderwijs tot de grootsteperfectie te brengen. Ik heb eerder''* van mijnsceptisisme tegenover deze veel te technische, veelte weinig principi??le pogingen doen blijken. Desal-niettemin, wat Davydov op dit terrein te biedenheeft, is teleurstellend - beneden het niveau dat wein de Westerse literatuur gewend zijn. 9. De zin van de denksommen Enige verdieping van het hier behandelde is nogvereist. Laten we allereerst terugkeren tot de lijst'denksommen' aan het begin van dit opstel. Wat is ereigenlijk zo erg aan? Het zijn leuke puzzeltjes waar je- kind of volwassene - plezier in kunt hebben enwaar je, als je er plezier in hebt, ook wat van kuntleren. Wat hier fout is, zijn niet de sommen, maar iseen didaktiek en een onderwijsfilosofie die erleerstof VÂ?in maakt, met repetities, proefwerken enexamens. Zij die de sommen invoerden, om de geestte scherpen, hebben het goed bedoeld, maar in plaatsvan 'de geest te scherpen', zouden we tegenwoordigzeggen: om leeriingen te activeren. Het zijn sommendie je elk op velerlei

manieren kunt aanpakken endan ook nog met succes. Ik zei daarstraks dat determ 'rekenkundig versus algebra??sch' niet deugt.De denksommen vragen erom niet volgens eenpatroon (algebra??sch of anderszins) te wordenopgelost, maar inzichtelijk. En met inzicht is dan nietdat van de leermeester of leerboekjesschrijverbedoeld, maar dat van de leerling. Zulk een inzichtkan heel primitief zijn. De meest primitieve manier is 22



??? Lessen van Sovjet rekenonderwijskunde in a] die gevallen: proberen. Maar al proberendevinden de leerlingen kortsluitingen, leren ze omwe-gen afsnijden en methoden om omwegen af tesnijden, ze leren oplossingen vereenvoudigen, enmethoden om oplossingen te vereenvoudigen. Ookal vinden ze niet de meest elegante oplossing, zehebben dan toch iets verworven, dat meer waard isdan een aangeleerd maniertje: het zoeken, methodenom iets te zoeken en de attitude van het zoeken.Daar kunnen de denksommen dienst voor doen: Nietom'er examen op te doen, maar om de vrije activiteitvan leerlingen en groepen van leerlingen testimuleren. Modem reken-wiskunde-onderwijs isniet vies van denksommen, maar zal er tegen waken,denksommen tot een viezigheid te laten ontaarden. 10. Tekst en Context En waar blijven de doodgewone, simpele redactie-sommen van 'zoveel eieren kosten zoveel'? Active-ring is heel mooi, maar 'oefening baart kunst'.Akkoord, als het oefenen niet bredere visies belet.De rekenkunde van het dagelijks leven is in eencontext geplaatst. De leerling moet teksten

- redac-tiesommen - leren lezen, maar hij moet ook incontexten leren denken en om dat te bereiken, moetveel meer dan tot nu toe in een context - een zinvollecontext - worden aangeboden. Als een leerling opde vraag: Hoe ver komt een auto die 1 op 10 rijdt met50 liter benzine? met de deling van 10 op 50, dus 5km, antwoordt, dan is de verklaring en de remedieniet, dat hij goede oplossingsmethoden dient teleren, maar dat hij of niet weet wat een kilometer enwat een liter is, of dat hij deze maten niet in eenzinvolle context kan plaatsen, misschien omdat hijze ook nooit in zulk een context is tegengekomen endat hij dit allemaal hoort te leren. Je helpt hem nietmet oplossingsmethoden, maar met oplossingsa/Zi-tudes. 11. Algebra??sering - ten goede of ten kwade? Algebra??sche formules zijn ook aan het traditionelerekenonderwijs niet helemaal vreemd: 1 x b voor deoppervlakte en 21 -I- 2b voor de omtrek. Wel teverstaan van de rechthoek. Maar ik heb hetgeformuleerd zoals het in het traditionele onderwijsop de leerling overkomt en door hem gebruiktwordt'Het klakkeloos en door elkaar

toepassenvan derglijke formules is het gevolg van prematuurÂ?goritmiseren. Traditioneel reken-wiskunde-on-aerwijs stevent rechtstreeks en in ijltempo opalgoritmen af. Daartegenover zijn methoden ont-wikkeld om de algoritmisering bewust uit te stellen,om zolang mogelijk inzichtelijk handelen aan temoedigen. In een leergang 'Oppervlakte', zoals doorhet lOWO'^ontworpen, staat de formule voor derechthoek op het einde van een lange sequentie vanqualitatief vergelijken, van vergelijken door knip- enplakprocedures, van roosterapproximaties vankromlijnig begrensde figuren, enz. Dit is eenbewuste keuze: voortijdige algoritmisering tegen-gaan. Algebra??sering en algoritmisering zijn niet het-zelfde. Het hanteren van algebraische formules kaneen nuttig algoritme zijn. Het kan ook nutteloos enzelfs schadelijk zijn - dit hangt geheel en al van hetleerproces af dat eraan vooraf ging. Algebra in hetbasisonderwijs is, net als vuur, niet iets om mee tespelen. Zoiets vereist inzicht, niet alleen van delerende en onderwijzende, maar ook van deonderzoeker - mathematisch en onderwijskundiginzicht. Noten
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