
??? Een bijdrage tot mathematisering van het rekenonderwijs ^nderzoek naar het oplossen van mathematische problemen in de hoogste klassen van de^^isschool 'Riam A. D. Wolters en Jan N. Streumer M ^fdeli 'ng Ontwikkelingspsychologie, I.P.A.W., R.U. te Utrecht ^"^envatting ^^'wr/Ae/ is opgebouwd uit twee delen. In het eerste^^'orden een aantal ontwikkelingspsychologi-^ grondslagen besproken aangaande het ont-^^on vcin algemeen toepasbare oplossingsmetho-'^athematische problemen. Deze denk-J<-cn blijken expliciet onderwezen te moetenÂ°''den. ond'!^"'" Fridman (1967) Ofj jy'yp^'^ /ler belang van 'schema's' bij heti'o oplossingsmethoden ex^'i- problemen. Fridman stelt oJ?œ"''^ naast een logische en ^^f^^'^^'?œskundige funktie, vooral een psychologi-^ funktie heeft. Hoewel Nikola en Fridmandezelfde opvatting hebben over deO , ^'Â?'i schema's komen ze toch tot een andereouw bij het daadwerkelijk konstrueren van^''^'fia's. v ?’" tweede deel wordt het onderwijsexperimentOÂ?/ Talyzina besproken. Eenzelfde ^e " oof^- hoewel aangepast aan L^derlandse situatie, uitgevoerd

in het Neder-Â§'â€?0 ' hdsisondenvijs. Het experimentele pro-onderwijs in de zgn. proce.wp-^'cin '"' processen als het uitvoeren 't'e/'A, beweging, verbruik van energie etc. DrieProcesopgaven, opklimmend in moeilijk-."Sraad worden aan de experimentele groephv ^""^^^oolleerlingen (klas 4) onderwezen. Een' """ '''' experimentele groep gelijkwaardigeWjj^P /(Gerlingen krijgt op traditionele wijze onder-^'n procesopgaven. natoets bestaande uit representatieve items'(//'/ ''''' mogelijk de resultaten van de leerlingen''^sn groep te vergelijken met de ^taten uit de kontrolegroep.ft-p ^ ^'^'Pcrimentele groep blijkt signifikant beter temet name op die groep opgaven die in'e/p "^'l'Jkste kategorie vallen. De in het experimen-^''ogramma gevolgde benadering met de door ^OOGISCHE STUDIEN 1978 (55) 169-178 Nikola en Talyzina gekonstrueerde schema's alsdenkmiddel lijkt een juiste te zijn. 1. De ontwikkeling van denkwijzen Wiskundigen, onderwijskundigen en psychologendie zich bezighouden met mathematisering vanhet rekenonderwijs, moeten op de hoogte zijn van deresultaten van onderzoek naar

de denkaktiviteitenvan leerlingen. In dit artikel willen we enigeontwikkelingspsychologische grondslagen geven ommet meer succes te kunnen werken aan demathematisering van het rekenonderwijs. 1.1. Nikola en Talyzina Nikola en Talyzina (1972) stellen, in hun onderzoeknaar de ontwikkeling van een algemene oplossings-methode voor mathematische problemen, dat in hethuidige rekenonderwijs de manier van denken bij hetoplossen van problemen als hulpmiddel wordtbeschouwd. De denkwijzen worden niet explicietonderwezen, waardoor de leerlingen ze meesti?? alszodanig ook niet zullen herkennen. Zelfs ????s er wel denkwijzen gevormd worden bijhet oplossen van problemen, zijn de leerlingen zichhiervan onvoldoende bewust. Het gevolg is dat ergeen generalisatie optreedt: de onderwezen oplos-singsmethoden kunnen alleen maar worden toege-past op die opgaven waarvoor ze werden ontwik-keld. Ook andere auteurs zijn deze meningtoegedaan (Kohnstamm Ph. 1932, Fridman 1967,Bodanskij 1969). Zo toont Men??inskaja aan, als ze de balansopmiuikt van haar eigen

onderzoek en dat van enigekoilega-onderzoekers, datde 'traditionele didaktiek'niet garandeert dat leerlingen algemene oplossings-methoden leren. 'Bij het onderwijs in het oplossen van redaktieopga-ven (....) heerst tot nu toe ten onrechte de mening,dat konkrete oplossingsmethoden voor redaktie-opgaven van een bepaald type onderwezen moetenworden, wa;irdoor men de leerlingen maar zwak 169



??? Miriam A. D. Wolters en Jan N. Streiimer bewapent met algemene werkwijzen of methoden,die voor een brede range van vraagstukken geschiktzouden zijn' (Men??inskaja in Bodanskij, p. 4). Het gekonstateerde tekort kan volgens Nikola enTalyzina het beste ondervangen worden door dedenkwijzen apart en expliciet te onderwijzen,hetgeen tevens zou kunnen leiden tot een aanzien-lijke winst in onderwijstijd in het oplossen vanproblemen. Daarvoor moet niet alleen wordennagegaan welke denkwijzen onderwezen moetenworden, maar ook hoe! Op basis van een analyse van de 'traditioneledidaktiek' m.b.t. het leren oplossen van redaktieop-gaven1 kwamen ze niet alleen tot de konklusie dat deleerlingen erg veel hadden geleerd met het oplossenvan deze problemen, maar tevens dat eigenlijk allesdraaide om het kunnen omzetten van de gepres-teerde problemen in mathematische taal. Dit nuklinkt eenvoudig, maar is, zoals al jarenlang blijkt,voor de leerlingen geen eenvoudige zaak. Om deomzetting op een effici??nte manier te kunnenverrichten, moeten de leerlingen het

probleemanalyseren, om de grootheden van het probleem inhun onderlinge relatie te kunnen bepalen. Nikola enTalyzina kwamen tot de ontdekking dat er een grootaantal (zij noemen een aantal van 30) type problemenzijn die allen terug te voeren zijn tot ?Š?Šn typeprobleem: de zgn. procesopgaven (opgaven overprocessen, zoals werk, beweging, energieverbruik,vullen van bassins etc.). In deze opgaven gaat hetaltijd om drie grootheden: de snelheid (V), hettijdsverloop (T) en het resultaat (S) in hun onderlingerelaties. Het onderzoek van Nikola en Talyzina was eropgericht na te gaan hoe ze het oplossen vanprocesopgaven (analyseren en het omzetten inmathematische taal) het beste konden onderwijzen. 1.2. Fridman Fridman (1967) komt, in een poging een theorie overhet oplossingsproces voor problemen te ontwikke-len, in eerste instantie tof de konklusie dat dit eenonmogelijke opgave is. Er is alle reden om aan tenemen dat een van de belangrijkste hindemissendaarbij de onderzoeksmethoden zelf zijn. Zo wordthet oplossingsproces meestal onderzocht bij proef-personen, die

geleerd hebben problemen op telossen hetgeen betekent dat er een oplossingsme-chanisme onderzocht wordt, dat het resultaat is vanbepaalde onderwijsmethoden. Bovendien betreftmeestal oplossingsmethoden die zich een vast'plaats in de rekendidaktiek hebben verworven.vraag is gewettigd of het optimale oplossingsmeth""den zijn. Als we andere onderwijsmethoden han'^'ren, krijgen we waarschijnlijk andere oplossingspr""cessen en dus ook andere resultaten! Bovendien kunnen we ook het oplossingsproc^vanuit verschillende gezichtspunten bekijken:wiskundig - welke wiskundige operaties moet m^uitvoeren om de vraag van de opgave te beantwoo^'den; logisch - uit welke logische operaties bestaatoplossingsproces; psychologisch - welke denkstappen worden g^^tijdens het oplossingsproces;onderwijskundig - met welke onderwijsmethodeleren we ze problemen op te lossen. , Een belangrijke voorwaarde ompsychologisch-onderwijskundig onderzoek te do^.naar het oplossen van problemen is ook ^ ^oplossingsproces vanuit logisch-wiskundig oogp'^."uitputtend te bezien. Zo

komt Fridman totkonklusie dat van elk re??el verschijnsel (matheH'ytisch probleem, opgave) het kwantitatieve asp^,gekenmerkt is door vele grootheden, die op ÂŽwillekeurig moment een bepaalde waarde aan"men. Om het kwantitatieve aspekt van het ^^schijnsel te kennen, hoeft men niet altijd de waa''van alle grootheden te kennen, omdat ook enk^onderling afhankelijk zijn. Om de ombekeij.waarden van enkele grootheden, die een derge''-',verschijnsel kenmerken, te kunnen berekenenmen die eerst omzetten in mathematische taal oi^.weergeven door een wiskundig model. Het opst^' .van zo'n model is psychologisch gezien g^jj,momenthandeling, maar een ingewikkeld proceÂŽvele etappes, dat bestaat uit het opstellen van ^ ,hele serie modellen, van het meest konkrete totfmeest abstrakte, wiskundige (getallenmodel). 1.3. De funkt ie van schema's ;i|lf En hiermee komen we weer bij Nikola en Talyjdie in hun onderwijsexperiment (zie par. 4) ??^^P^^fimaken van modellen of schema's als hulpmiddel ^^te komen tot een algebra??sche vergelijking-Fridman's terminologie zou een

algebra??sche ve'^^^lijking het meest abstrakte model zijn. En nu ??^^^^}er iets merkwaardigs. Fridman stelt dat het sch^^ftals model een duidelijk psychologische funktie(zie 1.2.). Nikola en Talyzina gebruiken het sch^in hun onderwijsexperiment omdat naar hun id^^jj^sschema de grootheden en hun onderlinge reif 170 1  Tegenwoordig spreekt men liever van tekstproblemenom de associatie met de van iedere werkelijkheidszingespeende opgaven uit het 'koopmansrekenen' tegen tegaan.



??? Een bijdrage tot mathematisering van het rekenonderwijs ^eergeeft, waardoor het de keuze voor de oplos-jngsmethode vergemakkelijkt. Beiden hechten dusnorm veel belang aan het schema en erkennen hetdenkmiddel. Toch zien we bij het operationalise-n hiervan geheel verschillende schema's ontstaan. Voorbeeld nemen we het probleem: ^Alsje een koe elke dag 10 kg hooi geeft, is er genoegOor 120 dagen. Voor hoeveel dagen is er genoegals je per dag 2 kg meer geeft? (uit een'^"ssisch rekenboek van 1963). Pi- schema van Fridman {zie Figuur 1) zijn deonk de bekende grootheden, de vierkanten de"bekende grootheden. Pi. 2 Schema bij het oplossen van procesopgavenVolgens Nikola en Talyzina. ^ \/ \ I S2 = Si I\ / Als Voorbeeld van een schema van Nikola en Talyzina voor dezelfde opgaven is gegeven in Figuur2. In dit schema zijn de gestippelde cirkels degevraagde grootheden, de gesloten cirkels debekende grootheden. In het schema van Nikola enTalyzina wordt de te vinden grootheid (T2)voorgesteld als een funktie van meerdere groothe-den (in het onderwijsexperiment

leren de leerlingendergelijke schema's opstellen; zie par. 4). Het schema van Fridman is psychologisch nietjuist, omdat de relaties tussen de grootheden nietuitgebeeld worden. De leerlingen zullen de relatieswaarschijnlijk niet leren ontdekken en gebruiken bijhet oplossen van de voorbeeldopgave. Bovendienwordt in het schema van Fridman verwezen naarkonkrete gegevens die in de opgave voorkomen. Hetschema kan daardoor niet model staan voor andereopgaven, die de analyse van andere konkreteprocessen tot onderwerp hebben. 2. Het onderwijsexperiment2.1. De onderzoeksopzet Nikola en Talyzina hebben uitgaande van devoornoemde idee??n een onderwijsexperiment uitge-voerd met 20 leerlingen uit het 3e en 4e leerjaar vanhet Russische basisonderwijs die achter waren metrekenen. Binnen het 'Projekt Redaktiesommen' is analoogaan de gang van zaken in het experiment van Nikolaen Talyzina het vertaalde en aiin de Nederlandseonderwijssituatie aangepaste experimentele pro-gnunma gegeven aan leerlingen van het 4e leeijaar*.Verreweg de meeste leerlingen waren

afkomstig uitwat wel beroepsniveau 4 (kleine zelfstandigen) enberoepsniveau 5/6 (middelbare en hogere beroepen)(I.T.S.-systeem, Nijmegen) wordt genoemd. Deuitvoering van het experimentele programma vondplaats tijdens de maanden mei en juni van hetschooljaar 1974-1975. Op biisis van voortoets-resultaten** werden devierde klassers ingedeeld in een experimentele groep(n = 28) en een kontrolegroep (n = 28). Leerlingenmet eenzelfde resultiuit op de voortoets werdenpaargewijs over beide groepen verdeeld, waardoortwee gelijkwaardige groepen ontstonden. De expe-rimentele groep kreeg het experimentele program- * Dit experiment werd uitgevoerd door de onderwijskiin-destudenten R. Massar en B. Nous in het kader van hetbijvak ontwikkelingspsychologie.** Zie voor een beschrijving van de voor- en natoetsparagnurf 3. 171



??? Miriam A. D. Wolters en Jan N. Streiimer ma; de kontrolegroep kreeg 'traditioneel' rekenon-derwijs1 zonder dat speciaal aandacht aan eenbepaald type redaktieopgaven werd besteed. 2.2. Experimenteel programma De onderwijssequentie van het experimenteleprogramma bestaat uit de volgende onderdelen inhi??rarchische relatie: a. onderwijs in een gegeneraliseerd begrip van dedrie basisgrootheden: T, S en V (5 lessen van 45min.); b. onderwijs in de relaties tussen de drie basisgroot-heden: S = VxT,T = S:VenV = S: T(51essenvan 45 min.); c. onderwijs in de samengestelde procesopgaven (6lessen van 45 min.). De nu volgende beschrijving geeft een niet geheelvolledig beeld van het experimentele programma,maar bevat wel de meest opmerkelijke aspekten. 2.2.1. Basisgrootheden 2.2.1.1. rijd(T) Het leren van dit begrip omvat de volgendeaspekten: - uitsplitsen van de begin- en eindtijd; - differenti??ren tussen tijdsmoment en tijdsinterval; - de tijdseenheid wordt beschouwd als een bepaaldtijdsinterval; - het meten van tijd. Tijdens de gematerialiseerde fase maken de leerlin-

gen gebruik van modellen, waarin de tijd wordtvoorgesteld m.b.v. het Cuisenairemateriaal en eenlijnstuk bestaande uit 24 delen (voorstellende deuren van de dag). Dit geeft de leerlingen degelegenheid te manipuleren met tijdsintervallen; eengetal toe te kennen aan een tijdseenheid; het aantaltijdseenheden te berekenen, etc. Speciale aandachtwordt besteed aan de tijdsintervallen die lopen vanv????r 12 uur 's nachts of 's middags tot na dit punt. Deleerlingen maken opgaven als: 'Geef eens op een lijnaan, van wanneer tot wanneer jij slaapt'. Nadat deleerlingen de lengte van een uur op de lijn hebbenvastgesteld, bepalen zij welke uren bij het intervalhoren, stellen het begin- en eindpunt vast en degrenzen tussen de uren. Daarna tellen ze het aantalgebruikte tijdseenheden op. 2.2.1.2. Produkt jresultaat (S) Voor het materialiseren van het produkt van he[proces worden konkrete Objekten in het klaslokaalen stroken papier gebruikt. Om de samenhangtussen T en S te schematiseren wordt deZ^gematerialiseerd. De leerlingen tekenen daartoe he'produkt van het proces (S) en de

tijdsduur (T) ervanop twee horizontale rechten. Voorbeeld: Een autowasser wast in 4 uur 2?–auto's wordt als volgt getekend. Op de bovenst^rechte, die S voorstelt worden twintig gelijke stukje^afgepast. Op de onderste rechte, voorstellende T-worden vier gelijke stukjes afgepast (zie fig. 3). Fig. 3 Schematische voorstelling van het produkt vanproces (S) en de tijdsduur (T). S = 20 auto's T = 4 uur Dit type tekeningen komt tot stand m.b.v. ^antwoorden van de leerlingen op de volgen''vragen, die waren vermeld op kaartje I(hulpmiddel): 1. Wie handelt? 2. Hoeveel wordt er gemaakt (S)? 3. Hoeveel tijd is er voor nodig (T)? :elf.ut" 2.2.1.3. Snelheid (V)Na een introduktie, waarin de leerlingen voorbeelden geven van snelheid (b.v. 'een racea'rijdt harder dan een lelijke eend') wordt de leerlin??^m.b.v. het Cuisenairemateriaal getoond datje ^ ,met 10 gekleurde staafjes 10 km kan voorstellen^Het volgende sommetje past daarbij: 'Een wan'',laar loopt in 2 uur (T) 10 kilometer (S). Hoeveelhij in I uur af?' De leerlingen bedenken zelf dergelijke somrneu ,en materialiseren het produkt (S) m.b.v.

KCuisenairemateriaal. In ons voorbeeld is S ^resultaat van 2 uur. In 1 uur legt de wandelaarmaar de helft van S af (de leeriingen nemen 5 van10 gekleurde staaQes w?Šg). De leeriingen 'ontoÂŽ 172



??? Een bijdrage tot mathematisering van het rekenonderwijs zo zelf dat snelheid datgene is wat je in ?Š?Šn'Jaseenheid kunt doen/hebt gedaan. In een laterei^e worden het produkt van het proces ?Šn de tijdweergegeven m.b.v. lijnstukken. Voor de anaJysede opgavesituaties, die m.b.v. lijnstukkengorden opgelost, wordt kaartje 2 geintroduceerd. tekst van kaartje 2 luidt:^epaal van de opgave: J- Wie handelt? â€? Hoeveel wordt er gemaakt/gedaan (S)?Hoeveeltijd kost dat (T)? â€? Hoeveel wordt er per tijdseenheid gemaakt/ge-daan (V)? I^pt zoeken n.a.v. het kaartje gebeurt overeenkom-'g de aanwijzingen van de onderwijzer: j- Lees de opgave.3 op het kaartje vraag 1. ^obeer dit te vinden in de opgave.â–  Schrijf het antwoord in je schrift. ^^ leerlingen herhaalden deze handelingen voor de^en 2, 3 en 4 van het ka^irtje.. 'er verduidelijking geven we een stukje protocol't het artikel van Nikola en Tt??yzina (1972) dathoort bij de volgende opgave: 'Een groep^uwvakkers bouwt in 21 dagen 3 gebouwen,oelang doen ze over ?Š?Šn gebouw?' Het" daa het proces (3 gebouwen) en de tijd (21 h^f"'

Werd weergegeven door lijnstukken. De moeiiijk-tij! I deze opgave is, dat als we het "produkt'' door deeti if we niet een geheel get;?? krijgen mtuir een breuknio. Werken met breuken hadden deze leerlingen nogN'^??ehad. gg. â€? L'e "tijd" kan wel gemakkelijk door het "produkt"Pi ^eld worden. Daarom gingen we tils volgt te werk:p â–  Wie handelt? Pi i?^ bouwvakkers. â€? Hoeveel heeft men gemmikt?PI â–  ^Sebouwen. p^ "'js op de tekening het hele produkt eens aan. PI /^?œst lijnstuk S tuin) p^ 'n hoeveel tijd is dat gemaiikt? pf-^yi delgen. Pp y'jsdataiin. pl^'wijst lijnstuk T ;ian). pp ^?¤t wordt er in de opgave gevraagd? ??ir ^ eveel ergemiakt wordt in iedere tijdseenheid. antwoorden 12 ppn.: "We moeten dit (wijst opPI ^kS) delen door 21".pp , erdeel de S lijn eens in 21 delen.PI. (J^&^aam verdeelt hij lijnstuk S in 2! delen),pp ^ef eens atm hoeveel er in een dtig gemaakt wordt?Wjst naar het eerste deelstukje viui de lijn. pi. Hoe moetje dat noemen? Schrijf dat op de plaats die jeaanwees. pp. (schrijft op "V"). pi. En kan er op andere plaatsen van deze lijn ook "V"staan? pp. (wijst naar alle

andere delen). Alle ppn. stelden zonder ooit breuken te hebben gehad, de juiste formule samen'. 2.2.2. Relaties tussen hasisgrootheden Om de leerlingen de afhankelijke relaties tussen degrootheden T, Sen V te onderwijzen wordt nietbegonnen met de introduktie van de formules. (S =V X T, T = S: V en V = S: T), daar de leerlingen danniet in staat worden gesteld de relatie tussen deverschillende grootheden ook echt te begrijpen.Jansen en Terlingen (1976) wezen erop dat het in onshuidige basisonderwijs nog veelvuldig voorkomt datuitsluitend formules ter oplossing van opgavenworden aangeleerd, waardoor het de leerlingenwordt verhinderd tot werkelijk begrip te komen (hunonderzoek betrof het oplossen van 'oppervlakte-sommen'). Door een paar opgaven met onjuiste of ontbre-kende gegevens te laten maken komen de leerlingenniet alleen tot de ontdekking datje twee groothedennodig hebt om de derde te kunnen vinden, maar ookdat ze onderling afhankelijk zijn. Het onderwijsleerproces wordt zo ingericht dat deleerlingen tijdens de gematerialiseerde fase, waarinze 15 opgaven

krijgen, waarvan ze respektievelijk deT, S en V moeten uitrekenen, zelf tot het ontdekkenvan de formules kunnen komen. De leeriingen moeten de opgaven lezen en degegevens, zowel V als T, m.b.v. het Cuisenairema-teriaal of met lijnstukken in een 'model' leggen. B.v. 'Hoeveel loten verkoopt Henk in 8 uur jils hij3 loten per uur verkoopt? Bij deze opgave past hetmodel dat weerggegeven is in Figuur 4. Fig. 4 Model van de grootheden V en T. V T 173



??? Miriam A. D. Wolters en Jan N. Streiimer Fig. 5 Blokschema S T V Opgave 1 * 9 X X s = V x T Opgave 5 7 X X Opgave 1 * X X 7 V = S : T Opgave 5 X X 7 Opgave 1 X 't X * T = S : V Opgave 5 X 7 X *Opgaven 2 t/m 4 zijn i.v.m. beperking van de omvang vanflg. 3 niet ingetekend. Tijdens de verbale fase worden de drie typenprocesopgaven gemaakt zonder gebruikmaking vanhet 'model' en het blokschema. Om de overgangnaar de mentale fase soepeler te doen verlopenworden zg. 'redeneersommen' (Fig. 6) ingevoerd.We onderscheiden drie typen: - redeneerboom voor 'S-opgave' - redeneerboom voor'T-opgave' - redeneerboom voor 'V-opgave' a. We hebben te doen met twee of meer krachten- b. De krachten werken elkaar tegen of werkensamen. c. De begintijd van de verschillende krachte"varieert. d. (Een) groothe(i)d(en) is/zijn opgebouwd ui'deel waarden. Het onderwijs in deze opgaven wordt evenals he'onderwijs in de basisgrootheden en hun relatieS'begonnen met gematerialiseerde handelinge"'Daarna wordt om de overgang naar de verbale fa^^te vergemakkelijken,

kaartje 3 ge??ntroduceerd.Kaartje 3 bevat de volgende tekst: 1. Hoeveel 'elementen' (b.v. deelnemers) handÂ?'len? 2. Begint en eindigt men tegelijkertijd? 3. Hoe handelt men? a. Werkt men de tegenstelde kant op? b. Werkt men dezelfde kant op? ^ 4. Welke totale grootheden zijn bekend (So, To, Vo)^- 5. Welke van de grootheden zijn bekend (Si, Ti, Vi)' 6. Wat wordt er gevraagd? De leerlingen lossen m.b.v. hulpkaartje 3 een gro"'aantal procesopgaven gematerialiseerd (m.b.v. tÂŽ'keningen) op. De bovengenoemde moeilijkheidsfaktoren word^ge??soleerd ingevoerd en pas daarna gekombineerO'In de laatste fase van het onderwijsproces worde''dezelfde type redeneerbomen gebruikt als bijrelaties tussen de basisgrootheden (fig. 6). In fig;,geven we een voorbeeld van een (ingewikkeld^^redeneerboom, waarbij de volgende opgave* P^''Drie auto's verbruikten samen in 10 uur 250 li'^benzine. De eerste auto gebruikte 60 liter, de tweedauto 110 liter. Hoeveel gebruikte de derde auto P^uur? Deze redeneerbomen vormen de basis voor hetoplossen van de meer ingewikkelde

procesopgaven.De introduktie van de schema's geschiedt m.b.v.een dialoog tussen leerkracht en leerlingen overopgaven, waarin de S, T of V uitgerekend moetenworden. 2.2.3. Samengestelde procesopgaven Bij samengestelde procesopgaven hebben we temaken met een samengestelde handeling. Hetoplossingsproces kan door de volgende faktorenbemoeilijkt worden:3. Toetsen en Resultaten 3.1. Nikola en Talvzina Nikola en Talyzina hebben, zoals ze dat ^enoemen, aan het eind van het onderwijsexperim^ een'vergelijkend'experimentuitgevoerd,d.w.z-sÂ?experimentele groep (20 ppn.) kreeg de voige"twee samengestelde opgaven te maken: dez^ * Ook andere redeneerbomen zijn mogelijk bijopgave. 174



??? Een bijdrage tot mathematisering van het rekenonderwijs â–  ^anuit twee steden, die op een afstand van 540 van elkaar li^en, vertrekken tegelijkertijdelkaar tegemoetrijdend, twee treinen. De ene^ein rijdt met een snelheid van 40 km/uur. Na zesontmoeten de treinen elkaar. Bepaal de^ snelheid van de tweede trein. â–  moeten 60 bomen geplant worden. Als de klas dat alleen doet, doen ze er 3 uur over;als de vierde klas dat cilleen doet, doen ze er 6 uurHoelang duurt het als de twee klassen samenwerken? '^^'â– 'ingen uit resp. een normale 4e, 5e, 6e en 8eook deze twee samengestelde opgavenÂ§ro ('kontrolegroep'). Van de experimentelec] 'oste iedereen opgave a op. Opgave b werd 13 van de 20 ppn. goed gemaakt (65%).Vp^'^.^^^'taten van de kontrolegroep zijn weergege-"'n tabel 1. ^ab. De resultaten van de kontrolegroep m.b.t. twee samengestelde opgaven ..^teven c DÂ§ W Juist opgelost totaal 4e klas 5e klas 6e klas 8e klas ^Peave a 1818 44 22%22% 76 39%33% 810 44%50% 43 22%17% 2323 16'16% 3.2.1. De toetsen Zoals vermeld kregen de ppn. uit het

onderzoekbinnen het 'projekt redaktiesommen' een voortoetsen een natoets (zowel de experimentele als dekontrolegroep). De voortoets en natoets waren z.g.parallel-toetsen: aantal, soort en moeilijkheidsgraadvan de items van beide toetsen kwamen overeen. Degekonstrueerde toetsen bestonden uit 14 items, dieals volgt verdeeld waren: - Basisgroothedenopgaven: items 2 en 4 - Relatie-opgaven: items 1, 3, 5, 7, 9, 12 en 14 - Samengestelde opgaven, onderverdeeld in: - Opgaven die gekarakteriseerd worden door deonder d. genoemde faktor m.b.t. samengesteldeopgaven (par. 2.2.3.); item 6 en 11 - Opgaven die gekarakteriseerd worden door deonder a., b. of c. genoemde faktoren; item 8,10 en13. Ter illiistmtie geven we de voortoets 1. Bij Jamin worden per week 20.000 repen chocoladegemaakt. Een week bestaat uit 5 werkdagen. Hoeveelrepen worden er per dag gemaakt? 2. Hoeveel uren liggen er tussen 9 uur 's morgens en 5 uur's middags? 3. Een fiets kost ?’ 188,-. Jan spaart per week ?’ 4,-.Hoeveel weken moet hij sparen om die fiets te kunnenkopen? 4. Je gaat 's avonds om

8 uur naar bed. Je staat devolgende morgen om 7 uur op. Hoe lang heb jegeslapen? 5. De pompbediende laat de benzinetank van de autovollopen in 20 sekonden. Er zit dan volgens de pomp40 liter in. Hoeveel benzine stroomt er per seconde inde tank? 6. 3 ploegen werken 15 dagen aan de aanleg van een weg.De eerste ploeg werkt alleen miuir de eerste 6 dagenmet een snelheid van 200 meter per dag. Daarnabeginnen de tweede en derde ploeg iuui het werk. Detweede groep werkt met een snelheid van 300 meter Pj 'Â§â€? 7 Redeneerboom voor opgaven met samengestelde 3.2. Projekt redaktiesommenbasisgegevens 175



??? Miriam A. D. Wolters en Jan N. Streiimer per dag. De derde groep werkt met een snelheid van350 meter per dag. Met welke snelheid wordt er na dezesde dag gewerkt? 7. Een trein rijdt 210 km in 3 uur. Hoeveel km rijdt dietrein per uur? 8. De afstand van A naar B is 20 km Jan vertrekt uit Aom 2 uur 's middags. Piet vertrekt ook om 2 uur, maarvanuit B. Beide lopen 5 km per uur. Hoe laatontmoeten ze elkaar? 9 .Een vlot drijft met een snelheid van 41/2 meter persekonde met de stroom mee. Hoe lang doet het vlotover een afstand van 221/2 km.? 10. Twee stratenmakers werken aan de aanleg van eentrottoir. Ze werken elkaar tegemoet. Het trottoirwordt 360 m lang. De ene stratenmaker legt per dag 10m; de andere 8 m. Op de hoeveelste dag ontmoeten zeelkaar? 11. Drie tuinlieden werken aan de aanleg van een park.Tuinman A begint om 7 uur en werkt tot de pauze van8 uur. Hij plant dan 160 struiken. Na de pauze gaat hijmet dezelfde snelheid verder. Tuinman B en tuinmanC beginnen om 9 uur en planten samen 65 struiken peruur. Alle drie werken door tot 12 uur. Hoeveel

bomenplanten ze alle drie samen van 10 tot 11 uur? 12. In een kas moet een tuinier slaplantjes zetten. Hij plantin 4 uur 240 plantjes. Hoeveel plant hij er per uur? 13. Twee arbeiders in een fabriek werken tegelijkertijdaan 1 televisie, die opgebouwd moet worden uit 160onderdelen. De ene arbeider monteert 12 onderdelenper uur en de andere 8. In hoeveel tijd is die televisieklaar? 14. Op een boerderij wordt voor het vee 2000 kilo voeringekocht. Per dag wordt er 25 kilo voer verbruikt.Voor hoeveel dagen heeft men voldoende voer? Tabel 2 Toetsing van de voor- en natoetsgemiddelden voor de experimentele en de kontrolekonditie. Voortoetsgemiddelde Natoetsgemiddelde t-waarde p-waarde Groep A(exp. kond.) 7,11 12,42 - 13,61 < <0,001 Groep B(trad. kond.) 7,(M 8,57 - 2,85 0,01>p >0,001 3.2.2. Resultaten We berekenden de gemiddelde score op de voor- ennatoets voor de twee afzonderlijke groepen: A(experimentele konditie) en B (traditionele konditie)en gingen met behulp van een t-toets na of dezeverschillen signifikant waren. De resultaten zijn intabel 2 weergegeven. De

resultaten spreken in feite voor zich. He'onderwijs met het experimentele programma levefeen duidelijke vooruitgang op. In tabel 3 is het beeld weergegeven datverkrijgen als we tabel 2 zo opsplitsen dat we degemiddelden verkrijgen voor de drie typen opgaven In tabel 3 kunnen we nu lezen dat de enorni^vooruitgang van de experimentele groep in vergel'J'king met de kontrolegroep zich met name manifes-teert op de twee moeilijkste kategorie??n opgaven,relatie- en de samengestelde opgaven. Tot slot zijn in tabel 4 de natoetsresultaten vanexperimentele en de kontrolegroep vergeleken. D.w.z. het experimentele programma heeft hÂŽ'meeste effekt bij de moeilijkste kategorie opgaven'de samengestelde opgaven. 4. Konkliisies en diskussie Het 'vergelijkend' experiment van NikolaTalyzina wijkt op een aantal punten van onSexperiment af en is daarom niet geheel vergelijkbaaf'Deze punten zijn: - Als natoets worden twee samengestelde somm^"gegeven. In ons experiment worden zowelvoor- als natoets vijf samengestelde opgaV^''gegeven met een aantal andere opgaven. Â? - De

experimentele groep bij Nikola bestond uit 2ppn. die een achterstand hadden in rekenen. p'Jons ging het om leeriingen uit een normale 4e kl^^van de basisschool. - En tenslotte zijn bij Nikola de kontrolegroep^"niet vergelijkbaar met de experimentele groeP' Daar staat tegenover dat de resultaten van ^^experimentele groep van Nikola een bijzonder 176



??? Een bijdrage tot mathematisering van het rekenonderwijs ^chT '^'"iisen- Het gaat om 20 leerlingen met eenin rekenen en die nu met een 100% enVgf" resultaat uit de bus komen. Daarbij moetworden dat deze 20 lln. met plezierdig^J'^sommen gingen oplossen, terwijl ze voor-kwj een hekel aan hadden. Nadelig is dat deVgj^ "^'tatieve gegevens slechts verkregen werden ?„e opgaven.^^Pe de betrekkelijk kleine groepen in de??iog "^^^"tele en de kontrolekonditie, menen we te.konkluderen dat de resultaten van onsâ€?^ijsexperiment ajmtonen dat het experimen-tele programma zondermeer succes heeft (tabel 2) endat het programma het meest opzienbare ef??ektsorteert bij de samengestelde opgaven (tabel 4).Dit alles betekent dat niet alleen een dergelijkopgezet onderwijsprogramma voor het oplossen vanmathematische problemen succes heeft, mtuir ookdat het schematiseren een fundamentele rol speelt. In het experimentele programma zien we dat metname voor het oplossen van de samengesteldeopgaven veel tijd en aandacht besteed wordt aan hetopzetten en uitwerken van

'redeneerbomen' in devorm van schema's. Dat een dergelijk gebmik van ^abel 3 Toetsing van de voor- en natoetsgemiddelden voor de experimentele en de kontrolegroep uitgesplitstnaar de drie typen opgaven. Type items Voortoetsgemiddelde Natoetsgemiddelde t-waarde p-waarde < Basisgrooth.(2 items) 1,86 1,93 - 1,96 0,1 >p>0,05 & 0?? Relatieopg.(7 items) 3,96 6,68 - 8,39 < <0,001 Samengest. opg.(5 items) 0,93 4,25 - 15,53 < <0,001 cq Basisgrooth.(2 items) 1,86 1,86 0.00 1,00 s-s 0 Relatieopg.(7 items) 4,14 5,(M - 2,47 0,02 > p > 0,01 Samengest. opg.(5 items) 1,04 1.93 - 3,42 0,01 > p > 0.001 Tabel , 4 Toetsing van de natoetsresultaten vannaar de drie typen opgaven. 1 de kontrolegroep en de experimentele groep uitgesplitst Type item Groep Anatoets gem. Groep Bnatoets gem. t-wairde p-waarde Basisgrooth.(2 items) 1,93 1,86 0,92 >0.2 Relatieopg.(7 items) 6,68 5,(M 5,70 0.01 > p > O.OOI Siimengest. opg.(5 items) 4,25 1,93 8,51 < 0.001 177



??? Miriam A. D. Wolters en Jan N. Streiimer schema's, in tegenstelling tot de schema's vanFridman, een psychologisch juist gebruik is doen deresultaten van de experimenten vermoeden. Het lijktzinvol op de nu ingeslagen weg door te gaan willenwe komen tot mathematisering van het rekenonder-wijs. Literatuur Bodanskij, F. G., Het ontwikkelen van een algebra??scheoplossingsmethode voor redaktieopgaven in de onder-bouw, in: De psychologische capaciteiten van leerlingenuit de onderbouw voor het wiskunde-onderwijs. (V. V.Davydov). Moskou 1969 (Vertaling vakgroep i.o.Ontwikkelingspsychologie).Fridman, L. M., Oplossingsmechanismen voor redak-tieopgaven. Voprosy Psichologii, nr. 2. 1967. (vertaling vakgroep i.o. Ontwikkelingspsychologie). Jansen. F. en C. Terlingen, Een experimentele leergang'oppervlakte' op grond van de theorie van Gal'periii'ontwikkeld en getoetst op een basisschool. (Intem^publikatie I.P.A.W., vakgroep i.o. OntwikkelingspsV'chologie). Kohnstamm, Ph., Over 'denken' en 'leeren denken-Mededelingen voor Paedagogiek, no. 22. Amsterdam'1932.

Massar, R., en B. Nous, Een onderzoek naar S.T.V'sommen in het kader van het blok kognitie^^ontwikkelingspsychologie. Breda, december 1975. Nikola, G., en N. F. Talyzina, Het leren van algenie"^oplossingsmethoden voor rekenkundige opgaven (f^'daktieopgaven), in: Aanleren van de bekwaamheid toactief leren (P. J. Gal'perin en N. F. Talyzina). Mosko"'1972 (vertaling vakgroep Ontwikkelingspsychoiog"^i.o.). 178


