
??? Samenvatting Dit artikel is het resultaat van onderzoek op hetgebied van het leren rekenen binnen het door destichting voor onderzoek van het onderwijs gesubsi-dieerde projekt kwantiwijzer (5VO-prcye^f 0327). Inde inleiding wordt kort ingegaan op de doelen van ditprojekt en de opvattingen omtrent diagnostiek. Vervolgens wordt een overzicht gegeven van debestaande kwalitatieve en kwantitatieve onderzoe-ken en testen op het gebied van het optellen enaftrekken op de basisschool. Hierop volgt een beschrijving van de drieonderzoeken waar de analyse van het optellen enaftrekken, zoals dat geobserveerd werd, op geba-seerd is. In deze analyse worden de handelingenbeschreven aan de hand van de verkortingen dieplaatsvinden door herstrukturering van opgaven opgrond van de eigenschappen van het getallensys-teem. Daarbij komen aan de orde: kommutativiteit,tientalligheid en inwisselen, en het positiestelsel. Tenslotte wordt in de diskussie aangegeven watmogelijke oorzaken zijn van stagnaties bij hetrekenen, voorzover deze in het onderwijs zijngelegen. 1. Kwantiwijzer Het

projekt kwantiwijzer beoogt de konstruktie vaneen diagnostisch instrumentarium waarmee men aankan wijzen waar het onderwijsleerproces aan moetsluiten bij het opereren met hoeveelheden (kwanti-teiten) en welke van belang geachte handelingen hetkind kan uitvoeren. Het instrumentarium is bedoeldvoor de kleuterschool en de onderbouw van debasisschool. Het zal gebruikt kunnen worden voorindividuele hulp aan leerlingen en voor de evaluatievan gegeven onderwijs en van bestaande e"experimentele leergangen. Een eerste experimenteleversie van dit kwantiwijzerinstrumentarium zal ein''1978 beschikbaar komen en waarschijnlijk uit devolgende onderdelen bestaan: klassifikatie, seriatie-konservatie, meten, ruimtelijke ori??ntatie, getallefl!rekenhandelingen en een vragenlijst voor de leC'kracht. De term diagnostisch vatten wij op volgens deomschrijving die Rispens hiervan geeft: 'in eei'diagnostische toets probeert men te achterhalenwaarom een bepaald gedeelte van de instruktivgemist wordt: op welke vaardigheden wordt daani'een beroep gedaan, welke kennis en kunde

word'verondersteld aanwezig te zijn' (Rispens, 1973, 7)'Verder zegt Rispens dat er in een diagnostische toe'ÂŽook opgaven aan de orde komen die in bestaandemethoden niet voorkomen omdat ze bekendverondersteld worden of omdat men meent dat zemaar van zeer beperkte betekenis zijn. Een andefbelangrijk aspekt dat Rispens onderscheidt Mdiagnostisch onderzoek is de uitslag in termen va"voor de leerkracht relevante instruktie. In dekwantiwijzer zal dit voorlopig gerealiseerd wordCdoor verwijzing naar bestaande methoden eijmaterialen. In een later stadium zal ook aandach'besteed worden aan het ontwikkelen van ontbrS'kende methoden en materialen. Deze werkzaamhe'den dienen ons inziens gebaseerd te zijn op ee"ge??xpliciteerde theorie van het leren rekeneH'Daarom wordt er momenteel door ons gewerkt aa^de ontwikkeling van een dergelijke theorie; daari''zullen wij trachten zowel wiskundige (well^^inhouden) als leertheoretische (hoe verloopt he'leerproces) komponenten te expliciteren enintegreren. 2. Bestaande onderzoeken en testen2.1. Indeling Wij zouden de bestaande

onderzoeken en teste''Pedagogische Studi??n 1978 (55) 354-36^ Analyse van het optellen en aftrekken op debasisschool1 Dolly van Eerde en Leonard Verhoef Kwantiwijzer, SVO-projekt 0327, Psychologisch Lab., R.U. te Utrecht 354 1  Met dank aan de leden van de stuurgroep, destudentassistenten, de sekretaresse van het projekt en descholen voor hun waardevolle opmerkingen en medewer-king.



??? Analyse van het optellen en aftrekken op de basisschool "'â€?b.t. het rekenen in twee groepen willen verdelen. Ten eerste onderscheiden wij de niet-kwalitatiefPsychologische onderzoeken en testen. Hierbij zijnrekensommen ingedeeld op grond van formeleâ€?kenmerken van de som, zoals bijvoorbeeld optellenaftrekken, gewone som, puntsom of redaktiesom,??rootte van de getallen. Deze kenmerken zijn nietOntleend aan een vakinhoudelijke analyse van de.ÂŽÂŽrstof. Een vakinhoudelijke analyse zou naar onsnamelijk resulteren in een overzicht van de^'genschappen en de struktuur van het getallenstel-Behalve op grond van formele kenmerkengorden de opgaven ook wel ingedeeld op grond vanÂŽ empirische moeilijkheidsgraad, of de reaktietijd. is ook mogelijk om op grond van ervaring deÂŽnvachte moeilijkheidsgraad te schatten. Dezeo^pvens zijn slechts bruikbaar om het algemene''^kennivo te bepalen. Ten tweede onderscheiden wij de kwalitatiefPsychologische onderzoeken en testen. Hierbij gaatom een psychologische analyse van hetOplossingsproces. Zo'n analyse

beschrijft de deel-handelingen die bij het oplossen van rekenopgavenVerricht worden. Niet-kwalitatief psychologische onderzoeken^^ testen ^â€?2.1. SDAT Schonell en Schonell hebben een aantal testenOntworpen (Schonell Diagnostic Arithmetic Tests)Ze zelf diagnostisch noemen. Een belangrijk doelde SDAT is het duidelijk aangeven van welke] de moeilijkheden bij een kind zijn, welkeacunes er bestaan en wat de oorzaken zijn van de"Unterstand in een bepaald gebied (Schonell en^chonell 1958,113). Daartoe wordt het aantal goedeJ^tWoorden en de benodigde hoeveelheid tijd om de^nimen op te lossen vergeleken met het gemiddelde, de leeftijds^oep waar het geteste kind toe^noort. De feitelijke foutenanalyse moet, begrepen'J. door de proefleider z?¨lf gedaan worden. In de^st Worden slechts enkele voorbeelden van fouten?^8even. Deze hebben echter voornamelijk betrek-'ng op vergissingen. ."et werk van Schonell en Schonell is erg^"gebreid, het omvat het cijferen van de basis-chool. Weliswaar wordt aandacht besteed aan^nvuiiende opgaven en oorzaken van stagnaties,aar een

ge??xpliciteerde theorie van het lerenÂŽkenen ontbreekt volledig en de meeste uitspraken^rden op geen enkele wijze gefundeerd. 2.2.2. Schiedamse Rekentoets Bij het onderzoek van rekenprestatie op debasisschool wordt in Nederland over het algemeengebruik gemaakt van de in 1967 gekonstrueerdeSchiedamse Rekentoets (SRT). De test is bedoeldom de mate van beheersing van de traditionelerekenstof in het basisonderwijs te meten en om bijkinderen met leermoeilijkheden een duidelijk uit-spraak te kunnen doen over de ernst van deachterstand (Heesen e.a. 1967, 1968). In dehandleiding staat expliciet vermeld dat de test niet isbedoeld als een specifiek instrument ter opsporingvan oorzaak en achtergronden van gevondenlacunes (Heesen e.a. 1971, 9). Alhoewel de SRTovereenkomsten vertoont met de SDAT zijn deauteurs veel bescheidener over de mogelijkhedenvan hun test. De samenstellers hebben gestreefdnaar een zo volledig mogelijke inventarisatie van derekenstof van het basisonderwijs en sluiten explicietaan op traditionele leerstof (Heesen e.a. 1967,490 en1971, 9)

om op deze wijze zo goed mogelijk aan tesluiten bij de meest gangbare leerplannen enmethoden. De opgaven die bedoeld zijn voor het begin van debasisschool zijn gekozen op grond van formelekenmerken van de som en zijn geordend naarmoeilijkheidsgraad. Omdat de SRT vooral bedoeldis om de ernst van de eventuele achterstand aan tegeven, volstaat men bij de interpretatie van deskores met een kwantitatieve vergelijking van deprestaties van het onderzochte kind met die van zijnjaargenoten. Het uitgangspunt van de normen voorde SRT is een analyse van bestaande rekenmetho-den (van voor 1967) en het oordeel van onderwijsau-toriteiten (voornamelijk enkele inspekteurs) Heesene.a. 1971, 12). 2.2.3. Analytische rekenproeven Voor de leerlingen van de Polyvalente Beroeps-school werd door Swinnen en Vandenberghe (1970,1973) een serie analytische rekenproeven ontwor-pen. Deze proeven zijn bedoeld om lacunes telokaliseren en te beschrijven. De proeven geven aanwelke taken het kind wel, en welke taken het kindnog niet kan oplossen. Gemeten wordt inzicht in

denatuurlijke getallen en het tientallig stelsel (positie-waarde, struktuur van elk natuuriijk getal en rij dernatuurlijke getallen). Swinnen en Vandenberghenoemen hun proeven antilytisch omdat de termdiagnostisch zou suggereren dat men op basis vandeze proeven een bevredigende diagnose zoukunnen opstellen. Daarvoor is volgens Swinnen enVandenberghe echter vaak ook een individueeldiagnostisch onderzoek nodig waarbij men probeert 355



??? Dolly van Eerde en Leonard Verhoef de denk- en werkwijze van een leerling vast testellen; daarbij kunnen de analytische rekenproevenuitgangspunt vormen. De analytische rekenproeven verschillen openkele punten met ons werk. Allereerst wordt hetindividueel diagnostisch onderzoek bij Swinnen enVandenberghe nauwelijks uitgewerkt terwijl daarbij ons juist het accent op ligt. Ten tweede gaanSwinnen en Vandenberghe bij het opstellen van deopgaven uit van het traditionele rekenen. Wij zijn,zoals wij hiervoor al aangaven, van mening dat erpas sprake is van diagnostisch onderzoek wanneerook opgaven aan de orde komen die niet in debestaande leergangen behandeld worden maar welvan belang zijn. 2.2.4. Pump-projekt In het begin van de jaren zeventig is Lundgren inZweden begonnen met een analyse van het rekenen.Uitgangspunt daarbij is het werk van Dahll??f enLundgren die een onderwijstheorie (theory onteaching) ontwikkelden waarin de relatie tussenrandvoorwaarden, onderwijsproces en leerresultaataangegeven wordt (Van Dam 1976, 7). De analyse van het rekenen

resulteerde in eendiagnostische rekentest waarmee het rekenprocesbeschreven kan worden, de leerkracht geholpen kanworden en waarmee een theoretisch onderwijsmo-del getoetst kan worden (Kilbom en Lundgren 1975,Johansson in Kilbom 1975). Daarbij wordt uitgegaanvan een hi??rarchie met als dimensies de formelekenmerken van de som (optellen, aftrekken,vermenigvuldigen en delen) en de grootte van degetallen'. Op basis van de skores kan bepaaldworden welke kennis gemist wordt, wat dekonsekwenties voor het onderwijs zijn en welkeleerlingen extra onderwijs nodig hebben. Dit alleswordt echter slechts beschreven in termen vanformele kenmerken van de opgave. 2.2.5. Verder onderzoek Verder kunnen wij onderzoeken noemen waarbijkwantitatieve psychologische analyses gemaaktzijn. Suppes (1969) heeft bijvoorbeeld door middelvan variantie-analytisch onderzoek faktoren vastge-steld die bepalend zijn voor de moeilijkheidsgraadvan een som. Hij vond dat puntsommen moeilijkerzijn dan gewone sommen, dat de puntsom ietsgemakkelijker is wanneer de punt op de plaats

van detweede term staat dan wanneer de punt op deplaats van de eerste term staat en dat derekensnelheid afhankelijk is van de grootte van deonbekende term. Dumont, Hamers en Ruijssenaars (1977) gavenonlangs een verslag van een faktor-analytischonderzoek naar de samenhang van technischbegrijpend rekenen met enkele intelligentietaken. Zijvinden een samenhang tussen rekenprestaties (me'name SRT) en intelligentietaken. Dit soort onder-zoek is ons inziens weinig vruchtbaar en wel ojTde volgende redenen. Wanneer men inzicht ii^oorzaken van rekenstoomissen wil verkrijgen-geven korrelationele verbanden all?Š?Šn te weiniginformatie. Hiermee vindt men immers geen causaleverbanden, die bij stoornissen juist essentieel zijH'Daarvoor zijn ook kwalitatieve onderzoeksmetho-den noodzakelijk. Bovendien leveren korrelationeleverbanden geen enkele praktische bijdrage aan hetverhelpen (remedi??ren) van rekenstoomissen. Ten-slotte merken wij op dat het intelligentiebegrip ergomstreden is. Andere onderzoekers proberen inzicht te krijge"in het oplossen van sommen door al dan

niet me'behulp van elektronische apparatuur reaktietijden temeten. Dit soort onderzoek is bedoeld om dooronderzoeker veronderstelde kognitieve processenaan te tonen op grond van tijdmetingen (bijvoorbeeloGroen en Parkman 1972, Svenson 1975). 2.2.6. Beperkingen van niet-kwalitatief psycholo'gisch onderzoek Bovengenoemde onderzoeken en testen geveneen analyse van de rekenopgaven of de uitkomsten-De indelingskriteria zijn meestal ontleend aankenmerken van de opgave. De skores geven aan hoever het kind met het rekenen gevorderd is, welkÂŽsoort opgaven het kind kan oplossen. De meesteauteurs merken zelf al op dat een diagnose dieaangeeft wat de oorzaak van de stagnaties is en waarhet onderwijsleerproces moet aansluiten niet mogf'lijk is. Deze testen zijn dan ook niet diagnostischde betekenis die wij ??r in navolging van Rispensvan Swinnen en Vandenberghe aan geven. Om eendergelijke diagnose toch te kunnen stellen, is hetnaar ons idee nodig te beschikken over psycholO"gisch onderzoek op basis van een ge??xpliciteerdetheorie van het leren rekenen. Men

kan dan namelij''aangeven waar het leerproces gefaiild heeft, welkÂŽvoor het leerproces relevante handelingen nie'beheerst worden ?¨n hoe het onderwijs moe'aansluiten. 2.3. Kwalitatief psychologisch onderzoek Bij kwalitatief psychologisch onderzoek naar dÂŽrekenhandelingen van het kind gaat het niet zozeefom de formele kenmerken van de opgave of dÂŽstatistische gegevens van de oplossingen (moeilij'^' 356



??? Analyse van het optellen en aftrekken op de basisschool heidsgraad, reaktietijd), maar om de wiskundigeâ– kenmerken van de opgave. Daarom dient men bijdergelijke analyse uit te gaan van de eigenschap-pen van het getallensysteem. 2-3.1. Stahl Een van de onderzoeken van Stahl (1975,297) hadJetrekking op het optellen en aftrekken tot 100. Hetbestaande leerplan in de DDR voor klas 2Onderscheidt achtereenvolgens vier stappen waarbijâ€?"ekening gehouden werd met de grootte van de^Vi'eede term en het overbruggen. Stahl merktdaarover op dat de abstraktie van de essenti??le"kenmerken die alle opgaven binnen het gebied??emeen hebben pas mogelijk wordt na behandeling^^n de laatste stap. Voor een optimale organisatie^an het leerproces is het volgens hem echter nodigleerlingen juist van te voren met alle delen van de^ori??nteringsbasis^ vertrouwd te maken. Deze moetVolgens Stahl in elk geval omvatten:kennis over de eigenschappen van rekenoperaties(kommutativiteit, associativiteit).kennis over de samenhang tussen operaties(aftrekken als omkering van

optellen)." kennis over de volgorde van de natuurlijkegetallen en over het tientallig positiestelsel. ..De elTektiviteit van deze uitgangspunten werd in^'Jn onderzoeken bewezen. We zien dat Stahl, zij het op beperkte schaal, een'eerpsychologische terminologie hanteert. Vanuit^et leerpsychologische concept 'ori??nteringsbasis'komt hij tot een andere analyse van het rekenen danpe wijze waarop dit rekenen in het leerplan van deI^R geanalyseerd wordt. KwantiwijzeronderzoekIn dit artikel zullen wij proberen een kwalitatiefPsychologische analyse te geven van de rekenhande-''f!8en die wij bij de kinderen geobserveerd hebben.Jiierbij hebben wij de theorie van Gal'perin alsl^erpsycholo^sch beschrijvingskader gekozen,^oor het vakinhoudelijke aspekt van het optellen enAftrekken maken wij gebruik van de eigenschappen^an het getallensysteem. Eert vond er een ontwikkelingsonderzoek plaatswaaraan door 36 kinderen van 6 kleuter- en 6basisscholen werd deelgenomen. De verdeling vande kinderen was als volgt:6 jongste kleuters (4-jarige 'bijdehandjes')12 oudste kleuters (5- en 6-jarige

'gemiddelde'leerlingen) 12 eersteklassers ('gemiddelde' leerlingen)6 tweedeklassers (slechte rekenaars) Aan deze kinderen werd individueel drie maal meteen tussenpoos van telkens zes weken ?Š?Šnzelfdeverzameling items afgenomen. Deze items zijnafkomstig uit een door ons samengestelde itembank,die opgaven bevat op het gebied van klassifikatie,seriatie, konservatic, meten, getallen en ruimtelijkeori??ntatie. Het doel van dit onderzoek was vooral nate gaan hoe de prestaties op enkele van belanggeachte operaties zich ontwikkelden in de loop vanhet onderzoek. Het accent lag vooral op ontwikke-lingspsychologische voorwiuirden voor het lerenrekenen. Dit onderzoek liep van januari tot en metmei 1976. 3.2. Korrelationeel onderzoek Ten tweede is er in november 1976 een korrelatio-neel onderzoek verricht waaraan 42 tweedeklassersvan acht scholen deelnamen. Op deze scholenwerden vier verschillende rekenmethoden ge-bruikt: elke methode werd door twee scholengebruikt. Elke klassel?¨erkracht werd gevraagd zes kinderente selekteren: twee leerlingen die over de hele

liniezwak zijn, twee leerlingen die alleen met rekenenzwak zijn, terwijl de andere vakken voldoende ofgoed waren, en twee leerlingen die over de hele liniegoed zijn. Niet elke klas bevatte 2 van de boven beschrevenleerlingen, daardoor is de N van elke groep niet 16(maar 14 leerlingen die over de hele linie zwak zijn,12 leerlingen die alleen met rekenen zwak zijn en 16leerlingen die over de hele linie goed zijn). Aan deze groepen werden in een gestandaardi-seerde situatie de hierboven (3.1) genoemde onderde-len van de itembank voorgelegd met daarbij nog hetonderdeel regelvinden en een aantal sommen. Dit onderzoek werd gedaan omdat gebleken wasdat ontwikkelings-psychologische voorwaarden iil-l?Š?Šn een te enge basis waren voor een diagnostischinstrumentarium. Daarom werd in dit onderzoekook op andere gebieden (onder andere rekenen enalgemene gedragskenmerken) gezocht naar verschil-len tussen goede en slechte rekenaars. 357



??? Dolly van Eerde en Leonard Verhoef 3.3. Klinisch onderzoek Ten derde is er in mei en juni 1977 een klinischonderzoek gedaan om de knelpunten bij slechterekenaars die in het korrelationeel onderzoek naarvoren gekomen waren, nader te onderzoeken. Hetonderzoek was gericht op het vinden van deoorzaken van stagnaties ?Šn op de konstruktie vanopgaven waarmee de oorzaak hiervan effici??ntvastgesteld zou kunnen worden. Het klinischonderzoek vond plaats bij 32 kinderen met reken-problemen uit de onderbouw van de basisschool. Van de acht scholen waar onderzoek gedaan is,zijn er per school door de klasseleerkracht maximaal 4 kinderen aangewezen die problemen hadden metrekenen. Op de acht scholen werden in totaal 5verschillende methoden gebruikt. Uit de eerste klaswerden 11, uit de tweede klas 16 en uit de derde klas 5 kinderen onderzocht. De gemiddelde leeftijd was8;4jaar. Tijdens het onderzoek was de proefleider vrij eenkeuze te maken uit alle items van de itembank. Ooknieuwe ter plekke bedachte vragen en opgavenmochten aan de orde komen. Indien ?Š?Šn

zitting nietvoldoende was om tot konklusies te komen, dan koneen tweede onderzoek gedaan worden. Na het onderzoek moest de onderzoeker zijnveronderstellingen over de oorzaken van de proble-men en de wijze waarop het kind geholpen zoukunnen worden, expliciteren in een onderzoeksver-slag. Hij kon daarbij gebruik maken van hetschriftelijke schoolwerk van het kind, en het op deband opgenomen verslag van de gang van zakentijdens het onderzoek. Alle verslagen werdenbesproken met de leerkracht. Acht verslagenwerden vergeleken met de onderzoeksverslagen vandezelfde kinderen die gemaakt waren door mede-werkers van een SBD. Tenslotte werden handel-wijze van de proefleider en de konklusies die hijgetrokken had, ge??valueerd in de stuurgroep van hetprojekt. De handelingen die wij hierna beschrijven, zijnonderscheiden op grond van een uitvoerige analysevan de drie onderzoeken. Bij de analyse werd gezocht naar relevantehandelingen; deze werden gedefinieerd en vervol-gens werd nagegaan hoe vaak deze handelingenvoorkwamen. Doordat de handelingen vaak

pas inde loop van de onderzoeken aan de onderzoekersduidelijk werden en geformuleerd konden worden,was het niet altijd mogelijk alle reakties eenduidig teskoren. Daarom kwamen er veel missing skoresvoor en spreken we in dit verslag vaak slechts van'een aantal' of'enkele kinderen'. 4. Verkorting van de oplossingsprocedure doorherstrukturering van de opgave 4.1. Algemeen Voor beschrijving van de handelingen die wij bij dekinderen observeerden, hebben wij gebruik gemaaktvan de theorie van Gal'perin. Aan een handeling zijnvolgens Gal'perin de volgende parameters te onder-scheiden (Gal'perin 1969, 250; Van Parreren enCarpay 1972, 37 en Van Parreren 1973): 1. nivo van handeling. Een handeling kan opverschillende nivo's uitgevoerd worden. In VanParreren en Carpay (1972, 38) worden hetmateri??le, het verbale en het mentale nivogenoemd. Bovendien kan het perceptieve nivoonderscheiden worden. 2. mate van verkorting. Een handeling zal in hetbegin van het leerproces erg uitvoerig zijn maai"zich later gaan verkorten. 3. mate van generalisatie. De mate van

generalisatiegeeft aan in hoeverre een handeling op verschil-lende situaties kan worden toegepast (wendbaar-heid). 4. mate van beheersing. Voor de beschrijving van de door ons geobser-veerde handelingen hebben wij de verkorting a'ÂŽuitgangspunt gekozen omdat deze parameter hetmeest duidelijk naar voren kwam. Het verkortingsproces speelt volgens de sovjet-psychologie een belangrijke rol in het leerproces (VanParreren 1977, 4). Gal'perin spreekt van eenverkorte handeling wanneer niet meer alle deelhan-delingen volledig worden uitgevoerd, maar verkortzijn, zodat bepaalde schakels worden overgeslagenof slechts vluchtig aangeduid (Van Parreren enCarpay 1972, 38). Dit is slechts ?Š?Šn vorm vanverkorten van het oplossingsproces, namelijk hetversnellen van een bepaalde serie handelingen. V^^Parreren (1977, 4) onderscheidt minstens dn^verschillende vormen van verkortingen. Deze zijn-verkorting bij perceptuele klassiflkatie (onmiddellij''zien dat twee Objekten in een bepaald opzicht gelijl^zijn, na een fase waarin de Objekten uitgebreid me|elkaar vergeleken werden),

vermindering van he|aantal kontrolepunten dat vooral plaatsvindt biJmotorische vaardigheden (bijvoorbeeld autorijden)en ten derde verkorting door ontdekking van eerkortere weg tot het doel, inzichtelijke verkortinS(bijvoorbeeld het verkorten van het optellen vanhoeveelheden zoals wij dat boven beschrevef 358



??? Analyse van het optellen en aftrekken op de basisschool Rebben). Het is vooral deze derde vorm die wij hier^Uen beschrijven. In de meeste gevallen ontstaateze verkorting doordat het probleem, de opgave ofonderdelen daarvan op een bepaalde manierSestruktureerd of geherstruktureerd worden zodatÂŽ opgave eenvoudiger, verkort opgelost kanWorden. ?Ÿij het rekenen kunnen deze verkortingen bereiktgorden door de opgave te herstruktureren op basis de eigenschappen van het getallensysteem.^^nnis van deze eigenschappen maakt deel uit vanÂŽ ori??nteringsbasis^ voor het toepassen van deze Verkortingen. . Bij het leren optellen en aftrekken wordt^nvankelijk geteld bij het oplossen van sommen,^^ze teloperaties worden weliswaar verkort maar^eze verkortingen zijn slechts beperkt en lei-"^n niet tot de gewenste oplossingsmethoden. Dit??eldt wel voor verkortingen door herstrukturering^^n de opgave op basis van eigenschappen van ons??stallensysteem. Voor het oplossen van optel- enAftreksommen gaat het dan om de volgende^'genschappen: kommutativiteit, tientalligheid

(metâ– Partie het inwisselsysteem) en het positiestelsel. Deze eigenschappen vormen dan ook het uitgangs-punt voor de beschrijving van de verschillendegeobserveerde handelingen. Na een korte om-schrijving van elke eigenschap zullen de verschil-ende handelingen die de kinderen uitvoerden bij het^^nteren van deze eigenschappen beschrevenworden. Tenslotte zullen volledig verkorte hande-""gen beschreven worden. Verkortingen van telmethoden â€?2-1. Fasen in het tellen als oplossingsmethodeWanneer het kind de volgorderelaties en het^ntalaspekt van de getallen (resp. ordinaliteit enâ€?^^rdinaliteit) heeft leren kennen, kan het kindOpgaven leren oplossen door middel van tellen^. Dee'iTiethoden zijn aanvakelijk nog zeer uitgebreid enj^aterieel van aard, maar worden allengs korter. Depandelingen die wij bij de kinderen observeerden,^anneer zij telden bij het uitrekenen van sommen,â– T??nnen wij in de volgende fasen indelen. Â?ftellen: Optellen van groepen van voorwerpen door de^nheden van beide termen ?Š?Šn voor ?Š?Šn af te tellen. e opgave 4-1-2 wordt, nadat groepjes

vanVoorwerpen zijn gemaakt, als volgt uitgevoerd: '1,2,~ 5,6 is 6' (het - teken geeft de overgang naar"e tweede term aan). bijtellen met voorwerpen: Optellen van groepen voorwerpen, waarbij alleende tweede term wordt bijgeteld. Wij spreken hier van'bijtellen' in navolging van Davydov. De opgave 4 -I-2 wordt, nadat groepjes van voorwerpen zijngemaakt, als volgt uitgevoerd: '4 + 2 = 4, -5,6 is 6'. Het aftellen en het bijtellen met materiaal werdentijdens het klinische onderzoek alleen bij eersteklas-sers geobserveerd. Van de negen eersteklasserswaren er nog zes die deze oplossingsprocedureshanteerden. bijtellen zonder voorwerpen: Optellen waarbij de eerste term als ?Š?Šn geheel enabstrakt opgevat wordt en de tweede term bijgeteldwordt. Hierbij wordt het oplossingsproces dus nietmeer zoals in de vorige fasen begonnen met hetmaterialiseren van beide termen. Het bijtellen van detweede term wordt slechts ondersteund doordat opeen of andere konkrete wijze het aantal geteldeeenheden wordt bijgehouden. Bij de opgave 4 + 2zegt het kind '4', steekt dan 2 vingers op en telt door'5, 6 is

6'. Overigens is bij deze fase niet precies vast testellen in welke mate kinderen materi??le steunzoeken bij het bijtellen van de tweede term. Wij gaanhier in de volgende paragraaf verder op in. Bij het aftrekken zien wij een analoge fasering alsbij het optellen. Het aftellen zien wij wanneer deeerste term gematerialiseerd wordt met voorwerpen,de hoeveelheid van de tweede term geteld en erafgehaald wordt en de resterende hoeveelheid 'afge-teld' wordt. Een verkorting ontstaat wanneer ertegelijkertijd met het afhalen van de blokjesteruggeteld wordt. Dit teriigtellen (bij optellen'bijtellen') wordt weer verder verkort wanneer hetzonder voorwerpen wordt gedaan. Een varianthierop is het aftrekken door middel van doortellen(bijvoorbeeld: 15 - 12 = ... 13, 14, 15 = 3). Het terugtellen leverde veel problemen op: zevenvan de 11 eersteklassers en vier van de 16tweedeklassers (allen uit het klinisch onderzoek)konden niet terugtellen vanaf 15. Een aantal kinderen uit onze onderzoeken dat debijtelmethode hanteerde, bleek dit zonder inzicht tedoen. Deze kinderen maakten nl. zogeniuimde'startfouten'.

Hierbij maakt het kind geen sprongvooruit, matu- start met het noemen van het getal datde hoeveelheid van de eerst term aangeeft:' 18 + 5 is5 erbij doen, bij 18beginnen, 18,19,20,21,22 is 22'. Dit soort fouten kan men soms ook alleen opgrond van een uitkomst (schriftelijke gegevens)vaststellen. De uitkomst is dan ?Š?Šn lager dan dejuiste uitkomst. Het aantal startfouten dat de 359



??? Dolly van Eerde en Leonard Verhoef tweedeklassers in het klinische onderzoek maakten,is opmerkelijk: van de 13 kinderen die tellen alsoplossingsmethode hanteerden, maakten er vierstartfouten. Uit het maken van een startfout blijktdat het kind geen juist inzicht in de optelling(aftrekking) heeft, het kind hanteert het tellen zuiverals verbaal telproces, maar weet niet precies opwelke materi??le handeling dit gebaseerd is. Koster (1975, 116) wijst er in dit verband op dat erbij het leren rekenen meer aandacht besteed zoumoeten worden aan het reekskarakter van degetallenrij, waarbij het optellen in de vorm vanvolwaardig bijtellen zou kunnen aansluiten. bijtellen met toepassing van de kommutatieve wet: Wanneer de tweede term het grootst is, worden determen omgedraaid en wordt de kleinste bij degrootste geteld. De kommutatieve wet houdt in datde som van een optelling niet verandert wanneer devolgorde waarin de termen opgeteld worden,verandert (a + b = b + a). Vooral wanneer een somdoor middel van bijtellen opgelost wordt, kan vandeze wet handig gebruik gemaakt worden.

Weobserveerden dit in onze onderzoeken bij een kleinaantal kinderen. Zo draaide een kind de termen om(5 + 2 in plaats van 2 + 5) omdat hij van de juf geleerdhad dat dit mocht. Een aantal kinderen bleek dezewet echter niet toe te passen, hetgeen bijvoorbeeldbleek uit hun lange reaktietijd bij een som als 2 + 7.De 7 werd er dan kennelijk bijgeteld. Wanneer de kommutatieve wet niet wordttoegepast, blijkt hier ons inziens uit dat het kind deopteloperatie niet volledig begrijpt. 4.2.2. Optellen en aftrekken met steun Uit onze drie onderzoeken is gebleken dat dekinderen die volgens de leerkracht problemenhebben met het rekenen, vrijwel allemaal eenmateri??le steun nodig hebben bij het oplossen vansommen door middel van aftellen. Het lijkt ons goeddaar dieper op in te gaan. De meest gebruiktemethode is natuurlijk het tellen op de vingers.Dciarbij verschilt de mate van interiorisatie. Som-mige kinderen steken hun vingers bij het tellenduidelijk op en raken ze soms ook aan met de vingersvan de andere hand; dit is de meest uiterlijke vormvan tellen op de vingers. Er zijn echter ook kinderendie

alleen maar naar hun vingers hoeven te kijken; ditzou men een perceptieve handeling kunnen noemen.De mate van interiorisatie zal mede afhankelijk zijnvan de houding van de leerkracht ten aanzien van hetoptellen met behulp van de vingers. Tijdens deverschillende onderzoeken durfden veel kinderenniet te laten zien dat ze op hun vingers telden, vaakomdat ze het niet mochten van de leerkracht otomdat ze het kinderachtig vonden. Deze kinderenhielden hun handen onder tafel of achter hun rug (erschijnen zelfs kinderen te zijn die hun tenen bij hettellen gebruiken). Het is dan erg moeilijk vast testellen of ze nu wel of niet hun vingers gebruiken biJhet tellen. Het te lang gebruiken van de vingers bij hetuitrekenen van sommen wijst erop dat het kind nietin staat is de sommen op een andere manier uit terekenen. Dit dient opgevat te worden als eenwaarschuwing in de richting van het onderwijs. Hetop de vingers tellen dient dan ons inziens echter nietverboden te worden. Door het verbod wordt het opde vingers tellen alleen maar onzichtbaarder enontstaan er onlustgevoelens. Wij observeerden

een aantal opvallende fouten biJhet tellen op de vingers. Zo waren er kinderen die nahet uitrekenen van de som de stand van hun vingersniet konden interpreteren; wanneer zij bijvoorbeeldtwee vingers overhielden, wisten zij niet of deuitkomst 2 of 8 was. Ook konstateerden wij biJenkele kinderen dat zij een verkeerd aantal vingersopstaken. Zo stak een kind bij het uitrekenen van deopgave 4-3 vijf vingers op, haalde er drie weg engaf als antwoord 2. Beter dan het verbieden van het tellen op devingers lijkt het ons om kinderen die te lang op hunvingers blijven tellen, oplossingsmethoden en hulp"middelen aan te bieden die voor het kind minstenseven aantrekkelijk zijn en die het verkortingsprocesstimuleren. Wij komen hier nog op terug. Overigensgebruiken volwassenen hun vingers ook wel bij hettellen. Bijvoorbeeld wanneer de elementen van de tetellen hoeveelheid niet direkt waxirneembaar zijomaar ?Š?Šn voor ?Š?Šn uit ons geheugen opgezochtmoeten worden (bijvoorbeeld wanneer men telthoeveel medewerkers er bij een projekt werken)-Omdat het zoekproces het denken te zwtiar belast-

heeft men voor het onthouden van het aanta'gevonden elementen materi??le steun nodig. Er bleken ook kinderen te zijn die anderehulpmiddelen gebruikten dan hun vingers. Zo zetteeen jongen bij het maken van een optelsom eerstevenveel puntjes neer als de tweede term. Bij hetdoortellen werden deze ?Š?Šn voor ?Š?Šn aangeraaktzodat hij wist wanneer hij moest stoppen (proeflei'der: '4 + 3 = ?', kind schrijft op: 4 + 3 = 7). Eenander kind tikte bij het doortellen met zijn pen optafel, dit tikken ging niet willekeurig maarbepaiilde figuren: als hij bijvoorbeeld 8 moestbijtellen, tikte hij 2 groepjes van 4 tikken die eenvierkant vormden. Ook observeerden we bij ?Š?Šneersteklasser en ?Š?Šn tweedeklasser de volgende 360



??? Analyse van het optellen en aftrekken op de basisschool 'verbale' methode: proefleider: '17 + 4 = ?', kind:+ 4 is 18 ?Š?Šn, 19 twee, 20 drie, 21 vier, er komtdus 21 uit'. Er was ook een kind dat vertelde dat zeU^ens het tellen de hoeveelheden in groepjesVerdeelde. De opgave 84-6 werd dan opgelost door^â€?â– telkens 3 af te halen: '6 is 3 + 3; 84 - 6 = 83,82,81dan nog een keer 80,79,78'. Ook zijn er kinderentijdens het bijtellen van grote getallen tientallen'n hun hoofd' of 'op hun neus' bewaren.. De hierboven genoemde voorbeelden vormden^Ifzonderingen, de meeste kinderen zochten steunhun vingers. , .In Onze onderzoeken observeerden wij naast de'erboven omschreven fouten de volgende telfou-en. Bij sommen met hoge getallen konden sommige'^'nderen helemaal nog niet tellen. Verder werden erJ"egelmatig telfouten gemaakt bij het overbruggen^n het tiental, met name bij het terugtellen.J'jvoorbeeld: '84 - 6 = 83, 82,81, 70, 69, 68' of'65j 5 = 66, 67, 68, 69, 90'. In een onderzoek vanPpolitova (1971) kwam deze kategorie van foutenheel duidelijk naar voren. Zij vond dat

bijhinderen met een tijdelijke achterstand in dePsychische ontwikkeling veel fouten veroorzaaktleerden doordat kinderen niet over het tiental heenâ€?bonden gaan. ^â€?2.3. Tellen en leren optellen en aftrekken In Tabel 1 staat een overzicht van het aantalâ– ??nderen dat all?Š?Šn telmethoden hanteerde bij hetoplossen van de sommen. Hieruit blijkt zonder meerdat veel kinderen die rekenproblemen hebben, tellen^'tijd als oplossingsmethode gebruiken. Om de overgang van telmethode njuir verkorteoplossingsmethoden soepeler te laten verlopen, zal"'eraan in het onderwijs en in de diagnostiek meeraandacht besteed moeten worden. Dit knelpuntwordt ons inziens te weinig gesignaleerd omdat,zoals wij hiervoor al opmerkten, bestaande toetsenen onderzoeken op het gebied van het rekenen bijnauitsluitend gericht zijn op de oplossingen (uitkoms-ten van de sommen) en niet op de oplossingsmetho-den. Het vasthouden aan telmethoden bij het oplossenvan sommen wordt ons inziens door twee faktorenveroorzaakt. Ten eerste wordt er te weinig goed gestruktureerdmateriaal aangeboden.

Daardoor wordt het verkor-tings (abstraktie-)proces belemmerd en ontstaan erongewenste oplossingsmethoden. Voorbeelden zijn de bovengenoemde ver doorge-voerde systemen die kinderen ontwikkeld hebbenom ook moeilijke sommen op te kunnen lossend.m.v. aftellen. Bij het leren rekenen is de mate waarin het te tellenmateriaal (vingers, blokjes, kralen al dan niet op eentelraam) gestruktureerd is, van belang. Gestruktu-reerd.materiaal heeft het voordeel dat er sneller meegewerkt kan worden en wat veel belangrijker is, dathet telproces door middel van (her-)struktureringverkort kan worden. De struktuur van de vingersheeft bijvoorbeeld het voordeel dat je onmiddellijkweet dat een hand vijf vingers bevat. Het aantal vijfhoeft dus niet volledig afgeteld te worden (een van denadelen van de vingers is echter dat er maar tien vanzijn). Ten tweede kregen wij duidelijk de indruk datkinderen erg bang waren een fout antwoord tegeven. Dit bleek o.a. uit het feit dat kinderenomslachtige telmethoden bleven toepassen, terwijlze bij andere opgaven of na het geven van een kleinbeetje hulp wel in

staat bleken te zijn verkorteoplossingsmethoden te hanteren. Schoolprestaties^Â?'gens leerkracht korr.ond. aantal klas klinischond. "â– ^Voldoende in rekenen''Voldoende in rekenen in rek. + taal""^'oldoende in rekenen in rek. + taal""^oeldoendc in rekenen 11 = 100%10 = 63%8 = 62%10 = 91%2 = 15%2 = 40% XX II 1613II135 XXX X 69 I Aantal kinderen dal neen andere oplossinfismetiwde dan tellen toegepast Tuh. 361



??? Dolly van Eerde en Leonard Verhoef 4.3. Tientalliglieid en inwisselen Het getallensysteem dat wij hanteren, kent eentientallig inwisselsysteem, dat wil zeggen bij elketien kan worden ingewisseld. Tien ?Šnen wordeningewisseld voor ?Š?Šn tien en tien tienen voor ?Š?Šnhonderd. Het tientallige inwisselsysteem, en vooralhet inwisselen volgens ?Š?Šnzelfde systematiek, maakthet toepassen van eenvoudige oplossingproceduresvoor moeilijke opgaven mogelijk. Het ontbreken vaneenzelfde systematiek bij het inwisselen ziet men bijdiverse andere systemen. Men denke bijvoorbeeldaan de manier waarop de tijd wordt ingedeeld (eenjaar = 12 maanden, een maand = Â? 30 etmalen, eenetmaal = 24 uur enz), of aan het oude Engelsemuntstelsel (1 pond = 20 shilling, 1 shilling = 12pennies). Binnen h?Št notatiesysteem van de tijd enhet oude Engelse muntstelsel funktioneert boven-dien het tientallig getalstelsel. In ons rekenonderwijs vindt men deze eigen-schappen terug in het 'splitsen van een getal intientallen en eenheden'. Uit onze observaties bijdiverse typen opgaven bleek echter dat de

meestekinderen die volgens de leerkracht problemenhebben met het rekenen, het splitsen in tientallen eneenheden niet toepassen. Van de door ons onder-zochte kinderen niet toepassen. Van de door onsonderzochte kinderen uit het korrelationeel onder-zoek die volgens de leerkracht goed kunnenrekenen, past het overgrote deel het splitsen wel toe(zie Tabel 2). Een aantal kinderen splitste in onze onderzoekenwel, maar deed dit niet inzichtelijk. Dit bleek uitfouten tegen het positiestelsel (zie volgende para-graaO. Een voorbeeld van het niet inzichtelijkomgaan met tientallen en eenheden zou men bij devolgende oplossing kunnen veronderstellen. De som14+15 werd in blokken neergelegd: twee staven vantien in elkaar geschoven blokjes, een staaf van vieren een staaf van vijf blokjes. Eerst worden de stavenvan tien afgeteld (tien, twintig, ...). De resterendÂŽnegen blokjes worden er dan bij opgeteld als warenhet tientallen (..., dertig, veertig, enz.). 4.4. Positiestelsel Een van de eigenschappen van ons notatiesysteemvoor getallen is het positiestelsel. Hierbij gaat heterom dat de positie van een

cijfer de waarde van eengetal mede bepaalt. Het cijfer zes betekent in hetgetal 16 zes eenheden en in het getal 61 zes tientallen-Alhoewel onze afspraken met betrekking tot depositiewaarde erg vanzelfsprekend lijken, zijn dezeniet in alle notatiesystemen zo eenvoudig als in hetonze (zie bijvoorbeeld lOWO 1977, 89). Al sinds deoudheid bevatte het Romeinse notatiesysteem naastde afspraak over de volgorde van de eenheden,tientallen enz. (zoals bij ons) ook afspraken metbetrekking tot de interpretatie van bepaalde kombi*naties binnen deze volgorde. De Egyptenarenhanteerden wel het tientallig getalstelsel maar geenpositiestelsel voor het noteren van getallen. Daar-door waren er voor het noteren van een getal meerverschillende cijfers nodig dan in ons notatiesyS'teem. Bij de Maya's zien wij weer een anderpositiestelsel. Zij noteerden niet zoals wij van linksnaar rechts, maar van boven niiar benedenachtereenvolgens eenheden, vijftallen en twintigtal'len. Hierbij werd een eenheid voorgesteld door eenstip, een vijftal door een horizontale streep en eentwintigtal door een schelp met een stip

erboven.Zo wordt 26 geschreven als in figuur 1 (Aartsen1976). Het positiestelsel komt in het onderwijs slechtsaan de orde bij het leren splitsen van een getal i"tientallen en eenheden. Tijdens onze onderzoeken schoolprestaties klas korr. klinisch iuintal 1 volgens leerkracht ond. ond. onvoldoende in rekenen 1 X 0 = 0% onvoldoende in rekenen 2 X 6 = 37% onvold. in rek. + taal 2 X 4 = 30% onvoldoende in rekenen 2 X 0 = 0% goed in rek. + taal 2 X 10 = 79% onvoldoende in rekenen 3 X 3 = 60% Tab. 2 Aantal kinderen dat het inzichtelijk splitsen van getallen in tientallen en eenheden toepast 101613 11135 ?? 362



??? Analyse van het optellen en aftrekken op de basisschool ^telden wij vast dat er in de tweede klas nog foutende afspraken gemaakt worden, bijvoorbeeld 41' = 4 + 1 + 1 = 6. Bij bepaalde sommen moet menerop verdacht zijn dat de uitkomst die het kind geeft,kan zijn, ondanks een fout tegen het^sitiestelsel. Bijvoorbeeld: 19 - 16 = (1 + 9) - (1 +10 - 7 = 3. In het korrelationeel onderzoekObserveerden wij dat van de zestien tweedeklassersVolgens de leerkracht geen problemen met^kenen hadden, tien kinderen getallen kondenPlitsen en dat geen van deze tien kinderen daarbijÂŽuten maakten tegen de afspraken met betrekkinghet positiestelsel. Van de zestien tweedeklassersan het klinisch onderzoek - kinderen die volgens deOerkracht rekenproblemen hebben - waren er zesRinderen die getallen konden splitsen. Van deze zesKinderen maakten echter drie kinderen nog foutenÂŽ8en de afspraken met betrekking tot het positie-'elsel. De gevonden verschillen tussen kinderen met^ kinderen zonder rekenproblemen krijgen nog^eer gewicht wanneer men bedenkt dat de kinderenponder

problemen aan het begin van het schooljaar^ovember) onderzocht werden, terwijl de kinderen"let rekenproblemen aan het eind van het schooljaaryj^^ei) onderzocht werden. Alhoewel het in beidepoepen om tweedeklassers gaat, is de tweede groep^n half jaar verder in het onderwijs. Gezien dezessuitaten vinden wij het merkwaardig dat hetpositiestelsel en bovengenoemde fouten nauwelijks^rug te vinden zijn in de niet-kwalitatief psychologi-che testen en onderzoeken. Alleen in het werk vanfinnen en Vandenberghe komt het begrip pkuits-^i"de voor, zij het voor oudere leerlingen. Om kinderen inzicht te geven in de afspraken metbetrekking tot het positiestelsel en met namekinderen die rekenproblemen hebben, zal hieraan bijhet leren rekenen meer aandacht besteed moetenworden. Dit kan door hulpmiddelen aan te biedenwaarin het positiestelsel duidelijk tot uitdrukkingkomt. Wij denken bijvoorbeeld aan geldrekenen,onder elkaar zetten'Â?, de lusabakus (lOWO 1977) enMAB-materiaal (zie Fig. 2 en 3). Een veel voorkomende fout die wij tijdens onzeonderzoeken observeerden, zijn

cijferomwisselin-gen. Het omwisselen van cijfers (een-en-twintiglezen als er twaalf geschreven staat) kan een fouttegen het positiestelsel zijn. In een aantal gevallenwas het moeilijk om vast te stellen of er sprake wasvan een waarnemingsfout of van een fout tegen depositiewaarde van een cijfer. Zo observeerden wij devolgende oplossing van de som 65 -1- 32 = '60 die 5erbij, dan 20 erbij dan 3 erbij, 5 en 3 is 8, dan 88'. Indit geval is het niet duidelijk of het kind de 2 alstwintig opvat omdat het de plaats van tientallen eneenheden omwisselt of omdat het bij het oplezen (inzichzelf) 23 in plaats van 32 heeft gelezen. Het omwisselen van cijfers kwam bij alle door onsonderzochte groepen kinderen voor. De kinderenwisselden cijfers om bij het oplezen van een som,tijdens het uitrekenen van een som en ook bij hetnoteren van het antwoord. Overigens beschouwenwij een cijferomwisseling niet als een ernstige fout;de uitkomst van de som is weliswaar fout maar hetkind kan best een goede oplossingsmethode toege-past hebben. Bovendien is ons gebleken dat demeeste kinderen zich herstelden

nadat de proeileidergezegd had 'kijk nog eens goed'. Voor cijferomwis- 363



??? Dolly van Eerde en Leonard Verhoef ryyyyy vCZZZ W 0 / ?Š j j / j / > / / / Fig. 3 MAB-materiaal {Multibase Arithmetic Blocks) selingen kunnen verschillende soorten verklaringengegeven worden. In de eerste plaats zou men een verband kunnenveronderstellen met omkeringen die kinderen vandeze leeftijd maken bij het leren lezen en schrijven.Hierover is ons geen onderzoek bekend. Ten tweede kan men een verklaring zoeken in devolgorde waarin tientallen en eenheden in deNederlandse telwoorden genoemd worden. In hetNederiands is het moeilijker dan in bijvoorbeeld hetEngels of Frans om kinderen via het uitspreken vangetallen de tientallen en eenheden te laten onder-scheiden. Wij noemen tientallen en eenhedenimmers in omgekeerde volgorde in vergelijking metde schrijfwijze van getallen. Wellicht moet hier bijhet leren rekenen duidelijker op gewezen worden. In de derde plaats kunnen cijferomwisselingengemaakt worden doordat er bij het leren rekenen teweinig nadruk gelegd is op de positiewaarde vancijfers in getallen. 4.5. Verkortingen en herstruktiirering in aansluitingop het

splitsen in tientallen en eenheden. Wanneer er gesplitst wordt in tientallen en eenhe-den, vormt dit splitsen altijd een onderdeel van detotale oplossingsprocedure. In aansluiting op hetsplitsen in tientallen en eenheden bestaan er eenaantal methoden om de rest van de oplossingsme-thode te verkorten door bepaalde vormen vanherstrukturering. Een groot aantal van de door ons onderzochtekinderen die splitsten, loste de rest van de opgave opdoor tellen, bijvoorbeeld: ' 14 + 38 = 10 + 30 = 20,30, 40; 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52'. Dezeoplossingsmethode kan verkort worden wanneer ergebruik gemaakt wordt van de tientallige struktuin"en het inwisselsysteem. Wij observeerden datkinderen verschillende methoden toepasten om totdeze verkorting te komen. Een veel toegepaste methode voor overbruggingvan het tiental is het zogenaamde aanvallen ofleegmaken van het tiental. Hierbij wordt de eenheiddie opgeteld moet worden, gesplitst om tot hetvolgende tiental te komen (bijvoorbeeld 18 +'eerst 2 erbij, toen 4 over, bij de 20 gedaan, 24'). Ifeen aantal gevallen ontstaan er typische

fouten,bijvoorbeeld 16 -I- 6 = 16 + 4 + 6 = 26. Het tientalwordt aangevuld maar de daarvoor gebruikteeenheden worden niet van de tweede term afge*haald. Een voorbeeld van het doorvoeren van dezemethode in gevallen waarin eep veel eenvoudige^oplossingsmethode gehanteerd kan worden, zien wijin het volgende voorbeeld: 65 32 = '70 van maken,dus 5 erbij, dan blijven er 25 over (van de 30), 70 + 25= 95 en nog2 = 97'. 364



??? Analyse van het optellen en aftrekken op de basisschool Bij een aantal kinderen observeerden wij het??ebruik van een oplossingsmethode voor hetOptellen en aftrekken van de eenheden bij sommen"let grotere getallen die wel 'analogie??n' genoemd^ordt. Deze kinderen zoeken in de totale som eerst^en kleine, 'analoge' som op die zij gemakkelijkl^unnerl lossen. De moeilijke som wordt dan opgelost"aar analogie (bijvoorbeeld 35 + 12: '5 + 2 = 7, dus35 + 12 = 47'). Bij sommen met overbruggen wordtdan een volgende oplossing gegeven: '35 + 6 = 5 + 6^ II, dus 35 + 6 = 41'. Bij deze methode is het de'bedoeling dat kinderen de analogiesommen zo snelpiogelijk leren automatiseren. In sommige gevallen's het moeilijk vast te stellen of er al of niet sprake isgeweest van het gebruik van een 'analoge' som. Wel^'jst het gebruik van de woorden 'dus' en 'dan' indeze richting. Volledig verkorte handelingen, automatiseren De meest verkorte handeling is de geautomatiseerdehandeling. Gal'perin omschrijft automatisering als^en in wezen verbaal proces dat door verkorting en^erg;uinde beheersing

zijn direkt herkenbare verbalel^arakter grotendeels verloren heeft (in Van Parreren Carpay 1972, 59). Met betrekking tot hetautomatiseren van sommen zijn er twee soorten[nterpretaties van het psychologische karakter van"et leren automatiseren. Het automatiseren kanOpgevat worden als associatief leren. Hiermeel^orrespondeert het uit het hoofd leren van sommen'" de traditionele rekenmethoden weuirin uitsluitendâ– ^jtjes met sommen in symboolvorm voorkomen. De^porstanders van deze instampmethoden konden2'ch baseren op leerpsychologie??n die minder'Algemeen van toepassing zijn dan aanvankelijkgedacht werd (met name stimulus-respons theorie). Wij verstaan onder automatiseren het maximaalVerkorten van een handeling die oorspronkelijk"Jitvoerig was. Deze omschrijving sluit aan bij de^'jze waarop ons inziens de automatisering tot stand"^oet komen. De basis van de automatisering moet"'et alleen het geheugen zijn (instampproces) maarde verkorting van een uitvoerige handeling. Eengeautomatiseerde handeling moet dus niet alleen^"el maar ook bewust voltrokken

kunnen worden engegeneraliseerd zijn. In onze onderzoeken was het meestal gemakkelijkJ'ast te stellen of het kind de som geautomatiseerd^^d of niet. Dit bleek namelijk uit de reaktietijd en uitzichtbaar aftelgedrag. Alleen wanneer de tweede^erm klein was (bijvoorbeeld 5 + 2), was het moeilijk^ast te stellen of het kind de som geautomatiseerd"ad of niet. De eersteklassers uit het klinischonderzoek bleken bijna nog geen enkele somgeautomatiseerd te hebben. De tweedeklassershadden over het algemeen een paar eenvoudigesommen geautomatiseerd, zoals bijvoorbeeld 5 + 3,4 + 5. De geautomatiseerde handelingen bleken ineen aantal gevallen echter niet wendbaar (gegenera-liseerd). Een aantal kinderen dat bepaalde sommengeautomatiseerd had, loste dezelfde sommen op metbehulp van tellen wanneer deze een deelhandelingvan de totale oplossingsprocedure vormden. Bij hetuitrekenen van ingewikkelde sommen bleek het nietgeautomatiseerd hebben van sommen onder de tieneen knelpunt. Het oplossingsproces duurt dan telang en bestaat uit te veel deelhandelingen.

Daardoorneemt de kans op fouten toe, onder andere doordathet werkgeheugen te zwaar belast wordt. Wij konkluderen dat het automatiseren vaneenvoudige sommen noodzakelijk is om het oplos-singsproces soepel te laten verlopen. Deze automa-tisering dient ons inziens, zoals uit het bovenstaandeblijkt, niet tot stand te komen door een instamppro-ces maar door een verkortingsproces waarbij dantevens meer geprofiteerd kan worden van inciden-teel leren. Het analyseren en synthetiseren van getallen dientons inziens een belangrijke plaats in te nemen bij hetleren automatiseren. Hiervoor bestaan voldoendeaantrekkelijke materialen (eenvoudige telramen,dobbelstenen en dominostenen) en lesjes (bijvoor-beeld 'busproblemen' in Wiskobas, lOWO, 1975a enb). 5. Slotwoord Zoals wij in onze inleiding al aangaven, dient eendiagnostisch onderzoek ons inziens te resulteren invoor de leerkracht relevante instruktie. Bovendienstelden wij dat hiervoor uitgegaan dient te wordenvan een ge??xpliciteerde theorie van het lerenrekenen, dat wil zeggen een theorie waarinleerpsychologische en

wiskundige aspekten ge??nte-greerd zijn. Alhoewel de ontwikkeling van eendergelijke theorie binnen de kwantiwijzer nog in eenbeginstadium is, menen wij dat een van debelangrijkste oorzaken van stagnaties (leerstoornis-sen) in het door ons onderzochte gebied gezochtmoet worden in het gegeven rekenondei-wijs(zieookNelissen 1977). Doordat bij de kinderen geen juiste ori??nterings-basis- aangebracht was, bleven ze steken intelprocedures en waren ze niet in staat verkorteoplossingsprocedures te hanteren. Zij hadden de 365



??? Dolly van Eerde en Leonard Verhoef eigenschappen van het getallensysteem, die verkor-ting van de oplossingsprocedure mogelijtc maakt,niet geleerd. Zowel Davydov als Gal'perin hebben eral op gewezen dat er geen interiorisatieproces zaloptreden wanneer het systeem voor de or??nterings-basis ontbreekt (Nelissen, Vuurmans en Wolters1977, 50). Een andere oorzaak van rekenproblemen ligt onsinziens in het ontbreken van een juiste wijze vanaanpak. Tijdens de verschillende onderzoeken vielhet alle proefleiders op dat de kinderen een uitkomstvan een opgave zo snel mogelijk wilden geven, zelfsal wisten zij in sommige gevallen dat de uitkomst foutwas. Dit is ons inziens verklaarbaar als men weet dathet kriterium voor 'goed rekenen' vaak nogsamenhangt met het aantal opgeloste sommen. Hetgaat bij het rekenen dan om de uitkomsten en niet omhet zoeken naar een handige oplossingsprocedure. Verder bleken de door ons onderzochte kinderenbijna nooit een kontrolehandeling uit te voeren. Eeneenmaal opgeschreven uitkomst werd niet meernagerekend tenzij de proefleider hierom

vroeg.Soms begrepen de kinderen de funktie van dekontrole zelfs niet en bleven bij hun eenmaalgegeven uitkomst, ook al bleek dit bij .het narekenenfout te zijn. Gal'perin (in Nelissen, Vuurmans en Wolters1977, 55) acht het uitvoeren van een kontrolehande-ling een essenti??le ondersteuning, vooral ook inverband met het verkrijgen van inzicht in de relatietussen de handelingen op verschillende nivo's(materieel, verbaal, mentaal). Het ontbreken van ditinzicht bij de door ons onderzochte kinderen bleekbijvoorbeeld uit het feit dat zij in zeer veel gevallenniet in staat bleken een formulesom te materialiserenof andersom. Zowel het denken over een wijze van aanpak alshet uitvoeren van een kontrolehandeling hebbenbetrekking op de mate van bewustheid waarmee dehandeling wordt uitgevoerd. Karpova en Ataninja(Gal'perin in Nelissen, Vuurmans en Wolters 1977,55) konstateerden in een aantal onderzoeken eensamenhang tussen de drie door ons hierbovenonderscheiden faktoren. Uit hun onderzoeken bleekdat de mate van bewustheid mede sterk samenhangtmet een juiste en volledige

ori??nteringsbasis. Bovengenoemde , algemene leerpsychologischebegrippen worden in de kwantiwijzer gaandeweggeoperationaliseerd zodat meer systematisch onder-zoek hiernaar mogelijk wordt. Tenslotte menen wij niet alleen dat meer kinderenmet minder moeite kunnen leren optellen enaftrekken maar ook, dat, onder verwijzing naar hetwerk van het lOWO, leren optellen en aftrekkenzelfs leuk kan zijn. Noten 1. De hi??rarchie van het Pump-projekt is in Nederlandgevalideerd door het Cito (zie Van Dam, Deventer enLeenheer 1977). 2. Wij gebruiken het begrip ori??nteringsbasis hier voorlo-pig bij gebrek aan een beter begrip. Wij zijn ons ervanbewust dat het begrip nog onvoldoende uitgewerkt is.De meest recente informatie over de ori??nteringsbasiskonden we vinden in Nelissen, Vuurmans en Wolters(1977, 50). Bij het opstellen van de ori??nteringsbasismoet volgens Gal'perin gelet worden op logische,psychologische en kreatieve as pekten, op vakinhoudenen uitzonderingsgevallen. 3. Bovendien onderscheidt Freudenthal (1973) behalvehet ordinale getal (counting number) en het

kardinalegetal (nemerosity number) ook nog het meetgetal (d^maat van grootheden), het rekengetal (een getal datdoor een bepaalde rekenkundige of algebra??schebewerking wordt bepaald) en het getal als nummer(bijvoorbeeld paragraaf2, kind 12). 4. Enkele kinderen die wij onderzochten, beheersten demethode van het onder elkaar zetten. In de klasmochten zij deze methode echter niet toepassen,wtuirschijnlijk omdat 'echt rekenen' te sterk ge??dentifi'ceerd wordt met 'hoofdrekenen'. 5. Met dit notatiesysteem bedoelen wij behalve de cijfersvooral ook de symbolen +, - en =. In onzeonderzoeken bleek inzicht in de betekenis van dezesymbolen vaak te ontbreken. Zo wordt het = teken nielopgevat als 'is evenveel als' maar bijvoorbeeld als deplaats waarachter het antwoord van de som moetkomen. Vaak wordt ook geen rekening gehouden metde plaats van deze symbolen. De problemen me'puntsommen zijn hiert ons inziens grotendeels op terugte brengen. De kinderen zien twee getallen en voerenklakkeloos de operatie uit die het symbool aangeeft. Zowordt bij de som 3 + . = 7 op de punt 10
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