
??? OVER MODERNISERING VAN HET REKENEN IN HETBASISONDERWIJS. V. VAN ACHTER Het wiskundeprogramma van het voortgezet onderwijs wordt zowel ioNederland als in Belgi?? gemoderniseerd, d.i. aangepast aan de eiseOvan de moderne wiskunde. In Belgi?? worden zelfs de traditionele testerk gescheiden takken van de wiskunde, (rekenkunde, algebra en meet-kunde), radicaal geunifieerd op basis van de verzamelingenleer naar deopvattingen van G. Papy. Het vooruitstrevend programma voor de zes-den (eerste jaar van het algemeen vormend onderwijs) is nu, vanaf sep-tember 1968, het enige offici??le programma geworden; ook het natio-naal katholiek onderwijs doet net hetzelfde. Nu het lager onderwijs basisonderwijs wordt, kan en moet de vraaggesteld worden

of de diepgaande wijzigingen in het wiskunde-onder-wijs vanaf de leeftijd van 12 jaar, geen veranderingen in het rekenonder-wijs van de â€žlagere" school noodzakelijk maken. Moet men de doelstel-lingen van het rekenonderwijs in de lagere school niet wijzigen in func-tie van een meer adequate voorbereidmg op het wiskundig denken vaOhet voortgezet onderwijs? Maar, moet ook zonder die voorbereidingop het later onderwijs niet de vraag gesteld worden: benut het tradi'tionele rekenen wel alle potentialiteiten van alle kinderen in hun groe'naar het wiskundig denken?Vele onderzoekers zijn inderdaad de mening toegedaan dat het tra*ditionele rekenprogramma ?¨n de traditionele methodische aanpak nie'meer voldoen als vorming en als voorbereiding op verdere studies. He'programma

is al te zeer begrensd tot de vier hoofdbewerkingen en ont'neemt het kind de kansen op waarlijk interessante aspecten van de wiS'kunde i. Aldus zouden de stereotype reeksen rekenoefeningen de sfee''al te zeer verpesten, daar waar het ontdekken van inzichten in wiskuO'dige structuren de leerstof onverwacht boeiend kan maken. TerecWmoet men blijven eisen dat de kinderen goed kunnen rekenen. Maar, zalde rekenvaardigheid geen baat vinden bij een breder zicht op de systÂŽ'men van de wiskundige werkzaamheden?Zoals Deckers glashelder heeft aangetoond, is rekenen te vergelijk^"met een machine en zijn bewerkingen te beschouwen als gemechani'seerde hulpmiddelen 2. De laatste 30 jaar bestond de positieve bijdragÂŽvooral in het feit dat men de rekenmechanismen niet

louter mocht iO'oefenen, maar dat de kinderen er een verstandig gebruik van moeste"



??? apt o â–  ^ modernisering rekenen basisonderwijs 81 'eren maken. Men sprak van â€žinzichtelijk rekenen", â€žfunctioneel reke-ot van â€žmeaningfull arithmetic", â€ždiscovering arithmetic" enz. Hetgemeenschappelijke van deze verbeteringen is gelegen in het feit dat^ kmd zijn denken kan inschakelen in het leren rekenen door iets vanÂŽ werking van het mechanisme te begrijpen. Men blijft echter op hetoiveau van het mechanisme. En hierin ligt dan weer een beperkmg.Â° bleef het denken beperkt en het drilwerk overheersen,et nieuwe, dat nu vanuit de moderne wiskunde wordt aangebracht,hierin dat men zeer duidelijk stelt dat de mechanismen gebaseerd^jn op wiskundige structuren, door relaties gedefinieerd op verzame-gen. â€žDe wiskunde bestudeert gestructureerde

verzamelingen; voorstructuur zorgen de relaties" s. Een voorbeeld van relatie. Tellen is" ÂŽ beschikking hebben over een tuig, nl. de rij der getallen of eeneeks woorden" 4, doch in het kader van de â€žNew Math" wordt dithet ingeleid door nieuwe voorbereidende oefeningen als Vormen van verzamelingen en het leggen van relaties, waarvan de^^â– ^^"""^srbindmg beslissend is voor het tellen. 2i h^ zeggen: het traditionele rekenen bestaat in het al of niet in- nen ^ gebruik maken van rekenmechanismen; gemoderniseerd reke-nen ^^ structuren aanbrengen waarop deze mechanismen steu- jP^^ÂŽ grondige wijzigingen in het rekenprogramma (over de metho-tej ^ ^yzigingen hebben we het in dit artikel niet) wil men niet lou-r onder de druk van het voortgezet onderwijs doorvoeren. In som-^ s

anden zijn de vernieuwingsactiviteiten veel intenser aan de gangniet^^ onderwijs dan in het voortgezet, omdat men redelijkerwijsde basis (dus in het kleuteronderwijs?) moet beginnen. Het ver-reed publicaties over deze modernisering l.o.dat h ongeveer 1959 verschijnen. Die onderzoekingen tonen aanalvor^*^ noodzakelijk is eerst met de rekentechnieken te beginnen,laten^b^ 'ogicomathematische implicaties ervan door de kinderen teverw Zeker vanaf de leeftijd van vijf jaar zou een niet teZie logisch denken tot ontwikkeling kunnen worden gebracht.Nicoll Dienes, J. Piaget, R. R. Skemp,the'm^-^'^^'^'^' rekenprogramma zou hierdoor een meer ma-uitzicht krijgen. Het zou nl. meer behelzen dan de traditio-oie tk^^^ boofdbewerkingen, maar uitgebreid worden tot algebra enen st " baarbij gezocht

wordt naar de overkoepelende begrippenkom vanaf het eerste leerjaar duidelijk moeten naar vorenet recente feit dat psychologen en wiskundigen zich zijn gaan



??? 82 v. van achter 1969 bemoeien met het rekenen van de lagere school, heeft voor gevolg ge-had dat dit rekenen uit verstarring en isolement werd bevrijd. In deVerenigde Staten is reeds geruime tijd â€žarithmetic" tot â€žElementarySchool Mathematics" ge??volueerd 5. Nochtans, het traditionele rekenen wordt niet afgewezen. Het oudewordt in het nieuwe en bredere kader ge??ntegreerd en gerespecteerd.Volgens een Amerikaans rapport 6 moeten volgende doelstellingen alshoofddoelen behouden blijven: ontwikkeling van hoeveelheids- en ge-talbegrip; een zo hoog mogelijke graad van rekenvaardigheid; het kun-nen toepassen van rekentechnieken in het dagelijks leven; een inzichtin ons tientallig stelsel. Volgende nieuwe doelstellingen zouden hieraanmoeten worden toegevoegd:

een inzicht in de structuur van de wis-kunde, zijn wetten en principes, zijn samenhang en geordendheid en iode wijze waarop de wiskunde zich ontwikkelt en uitbreidt; elk kinddegelijk voorbereiden op verdere studie in de wiskunde in functievan zijn mogelijkheden en zijn toekomstige onderwijsori??ntatie 7. De nieuwe doelstellingen steunen op het recente onderzoek: kinderenzijn tot logisch denken in staat en kunnen complexe leersituaties aan. Erwordt ook vooropgezet dat het programma met de verschillende be-gaafdheden zou rekening houden. KENMERKEN VAN DE MODERNISERING REKENEN L.O.1. De verzamelingenleer geeft de hoofdlijn aanâ€žHet begrip verzameling ligt aan de basis van de hele wiskunde zoalsdie op dit ogenblik is opgevat. Zij is een basisterm van waaruit

men dehele wiskunde kan reorganiseren" Een bepaling ervan geven, zoals delogica die eist, kan men niet, net zoals de bepaling van een punt in demeetkunde. Het is een eerste begrip. Toch kan men zeggen dat een ver-zameling de wiskundige term is van â€žcollectie", als men tenminste iDdie collectie alle elementen zonder de minste dubbelzinnigheid kanonderscheiden. Wij bedoelen hiermee het volgende: een bepaald dingbehoort tot de verzameling of behoort er niet toe. Nu kan men dooropsomming een verzameling samenstellen, maar voor hele grote verza-melingen lijkt deze manier wel ondoenbaar. Er is daarom ook nog eeuandere zeer gebruikelijke werkwijze: een verzameling kan ook wordenbepaald doordat men een goedomschreven eigenschap oplegt aan deelementen.

Vormen bijvoorbeeld de inwoners van de stad Antwerpeneen verzameling? Ja, als ondubbelzinnig vastligt wat â€žinwoner" be-tekent, in die zin dat geen enkele mens in twee gemeenten tegelijk kanworden ingeschreven. Dan pas kunnen we met zekerheid zeggen of een



??? apt â–  ^ modernisering rekenen basisonderwus 83 ^'Ilekeurig mens al of niet tot de inwoners van de stad AntwerpenÂŽoet worden gerekend. Wij spreken dus van een verzameling in wis-"Mig opzicht als het criterium voldoende gepreciseerd is (in het ge-van de tweede werkwijze). e leerlingen laat men de beide werkwijzen hanteren om verzamelin-Sen te vormen. Al dadelijk heeft men behoefte aan een concrete voor-stelling. Men kan de elementen laten tekenen tussen accolades, maar^ser succes heeft het tekenen van een gesloten kromme omheen deinenten. Een verzameling kan veel elementen of weinig elementen be-^^tten; een paar bijzondere verzamelingen zijn deze met slechts ?Š?Šne ement (singleton) of zonder elementen (lege verzameling).^^ aat ons even een idee geven

van de denkmogelijkheden op basis vanverzamelingenleer. Stel dat we een verzameling vormen met de kin-Van onze klas die reeds zeven jaar zijn (verzameling A). Boven-vormen we een verzameling met de kinderen van onze klas di'e de"aam Jan dragen (verzameling B). Vanzelfsprekend laten we de kin-^^ren deze oefening acteren in een vrije ruimte en door gebruik te ma-van touwen. Een kind mag de oefening daarna op het bord komenfoorstellen. Zie figuur 1. Pjg. 1 B Volgende verzamelingen kunnen worden gevormd: De verzameling van de zevenjarigen van onze klas (verzameling A),De verzameling van de kinderen van onze klas met de naam Jan (verzameling B). De verzameling van de zevenjarigen van onze klas met de naamJan (deelverzameling van A en B) Of: de verzameling

van de Jannen van onze klas die zeven jaaroud zijn. ^erk op dat een lege verzameling en(of) een singleton steeds kun-??ien voorkomen. Als geen enkele Jan zeven jaar oud is, dan is de deel-^'erzameling van A en B ledig. En als er slechts ?Š?Šn Jan is in de klas.verzameling B een singleton.



??? 84 v. van achter 1969 Volgende bewerkingen met ver2amelingen kunnen worden gemaakt: 1. De verzameling van de kinderen van onze klas die zeven jaar oudzijn EN de naam Jan dragen (doorsnede). 2. De verzameling van de kinderen van onze klas die zeven jaar oudzijn OF de naam Jan dragen (vereniging). 3. De verzameling van de kinderen van onze klas die NIET zevenjaar oud zijn (complementsverzameling van de verzameling A). 4. De verzameling van de kinderen van onze klas die NIET de naaiDJan dragen (complementsverzameling van de verzameling B). 5. De verzameling van de kinderen van onze klas die NIET zevefljaar oud zijn EN NIET de naam Jan dragen (complementsver-zameling van de vereniging van verzameling A en de verzamelingB). 6. De verzameling

van de zevenjarigen van de klas die geen Jan zijn(verschil van de verzameling A en de verzameling B). De verzameling van de Jannen van de klas die NIET zeven jaaroud zijn (verschil van verzameling B en de verzameling A). Er dient opgemerkt dat het hier steeds gaat over â€žde kinderenvan onze klas", wat ook een verzameling is t.o.v. dewelke de coiD'plementsverzamelingen genomen worden. 2. Het logisch denken wordt uitdrukkelijk geleerdDoor het invoeren van de verzamelingenleer leert het kind zijn oor-delen met kritische zin formuleren. De kinderen hanteren op spontanewijze de conjunctie (gekenmerkt door â€žen"), de disjunctie (gekenmerktdoor â€žof") en de negatie (gekenmerkt door â€žniet"). Het logische z''echter niet in het oordeel als dusdanig, doch wel in het afleiden

vanhet ene uit het andere oordeel of oordelen. Welnu, een gemoderni'seerd programma voorziet in deducties. Dit onderstelt de invoeringvan nog een paar andere voegtekens (in het Frans â€žconnecteurs" gC'heten): â€žals... dan" (implicatie) en â€žals en slechts als" (equivalentie)-Nemen we vooreerst een voorbeeld voor de implicatie en maken WÂŽgebruik van de logiblokken van Hull-Dienes: een verzameling van 48blokken bepaald door 4 vormen, 3 kleuren, 2 grootten en 2 dikten. DÂŽkinderen vormen enerzijds de verzameling van de blauwe blokken enanderzijds de verzameling van de driehoeken. Eerst gaan we de ken-nis van voorafgaande begrippen toetsen. Wijs aan: de verzamelingvan de blauwe driehoeken (hier hebben we de doorsnedeverzamelingwelke gedefinieerd is door

de conjunctie van twee eigenschappen



??? apt â–  ^ modernisering rekenen basisonderwus 85 l^blauw EN driehoekig"): de verzameling van de blokken die blauwdriehoekig zijn (hier hebben we de vereniging, welke gedefinieerddoor de disjunctieve â€žof"); de verzameling van de niet-blauwe blok-(^omplementsverzameling, welke gedefinieerd is door de negatieâ€?â€?'liet ). Daarna stellen we de nieuwe oefening voor: â€žWe gaan aUeen^ÂŽrken met de verzameling van de blauwe of driehoekige blokken. je een niet-blauwe blok neemt, wat kun je dan van die blok nogÂŽggen?" Het goede antwoord luidt: â€žIk neem een driehoek". Ditnoe-j^en We de implicatie. Nu kan men het kind tot de ontdekking latenen dat er in het gegeven geval slechts twee ware implicaties zijn:â€žIndien niet-blauw, dan driehoek".â€žIndien niet-driehoek,

dan blauw",s volgende implicatie ook waar: â€žIndien blauw, dan niet-driehoek"? Neen, Want men kan ook blauwe driehoeken nemen. Zie figuur 2. Fig. 2 len driehoek, dan niet-blauw", is ook vals om dezelfde reden,j f" kan nog vier andere implicaties opstellen: â€žIndien blauw, dan. ^ "Indien driehoek, dan blauw". â€žIndien niet-blauw. dan vier â€? niet-driehoek. dan niet-blauw". Ook deze ho . 'vals binnen de gestelde disjunctie â€žblauw of drie- ^li â€? Aangehaald voorbeeld is ontleend aan Dienes 9.P dezelfde wijze kan men met de logiblokken andere disjunctiesEen^" leerlingen op zoek laten gaan naar de ware implicaties.Vol voor de equivalentie. Ziehier een probleemsituatie, een^^"'^^ ^^"ivalentie willen we als waar doen doorgaan: ..We nemenjj. als en slechts als we een vierkante blok

nemen". De vraag aan grootst mogelijke verzameling van de logiblokken die Opl "inspraak beantwoordt? '^anteT^" verzameling van de niet-gele of gele vier- olokken. De complementsverzameling hiervan is de verzame-



??? 86 v. van achter 1969 ling van de gele niet-vierkante blokken. Vestigen we onze aandachtop de verzameling van de niet-gele of gele vierkanten. Figuur 3 geefteen idee van deze verzameling. Fig. 3 _____ verzameling van de niet-gele blokken of gele vierkanten â€? Â? 0 hier zijn vierkante blokken aanwezig die niet geel zijn (blauw "frood) hier zijn gele niet-vierkante blokken als complements-verzamelinSXXX van de verzameling der niet-gele blokken of gele vierkanten Voor de verzameling van de niet-gele of gele vierkanten is de volgen*de implicatie waar: â€žIndien geel, dan vierkant". Doch, de equivaleD'tie â€žWe nemen een gele blok als en slechts als we een vierkante blol'nemen" is niet waar, daar er in de verzameling (van de niet-gele blok'ken) vierkante blokken aanwezig zijn

die niet geel zijn. Willen we de-zelfde equivalentie waar maken dan moeten we de niet-gele vierkan-ten uit de verzameling verwijderen. We hebben dan tevens de grootstmogelijke verzameling met de logiblokken. 3. De verzamelingerdeer gaat de kennismaking met de getallen voor'af Sommigen laten uitschijnen dat de enige reden waarom men eerst ver-zamelingen invoert, gelegen is in het feit dat dan de getallen met huobewerkingen wezenlijker kunnen worden begrepen. Nu is de getalle'''leer slechts een bepaald toepassingsgebied van de verzamelingenleerÂ?een particulier geval. Ons lijkt het begrip verzameling op de eersteplaats waardevol op zichzelf en omwille van de wiskunde in haar gÂŽ'heel. Eigenschappen van verzamelingen zullen terug te vinden zij"in rekenkundige, maar

ook in andere wiskundige verzamelingen. Opde tweede plaats zien we in de verzamelingenleer een enige gelege??'heid om reeds op vroege leeftijd met succes te kunnen beginnenhet leren logisch denken. Slechts op de derde plaats denken we a^nde getallenverzamelingen. Een getal verwijst naar een verzamelinS



??? ^fl 2. modernisering rekenen basisonderwus 87 gingen en niet naar die dingen afzonderlijk genomen. Aldus kan menggen dat getallen geen zelfstandig bestaan leiden. Zo verschijnt eenuurlijk getal pas, wanneer men zich de vraag stelt: â€žHoeveel ele-nten bevat deze verzameling?". Maar, zo zou men kunnen opwer-> onderstelt men nu niet stilzwijgend de kennis van de geordendegetalnamen, ?Š?Šn, twee, drie enz.? Niet zo onmiddellijk. WantKunnen tellen met getalnamen steunt op een â€žtellen zonder getal-amen". Wat wij hiermee bedoelen blijkt uit de wiskundige relatievan figuur 4. % 4 unnen door lijnen te trekken een element van de verzameling Aeen element van de verzameling B verbinden en wel zo dat elkg snt van de verzameling A juist ?Š?Šn element van de

verzameling??'elat"^^ ^^ omgekeerd. We hebben hier met een fundamentelefu ^^ doen. In de wiskunde spreekt men hier van een bijectievere^s^^ kortweg bijectie. De kinderpsycholoog Jean Piaget sprak.Une^ iii zijn werk â€žLa gen?¨se du nombre chez I'enfant", van SDr > terme ?¤ terme". Kinderen zullen waarschijnlijk jectV^ ?Š?Šn-?Š?Šn-verbinding. Bij het tellen wordt ook een bi- telw^ elk element van een gegeven verzameling krijgt juist ?Š?Šn ÂŽiente ^^^ telwoord duidt de hoeveelheid ele- lijke ^^ verzameling. Zo is de verzameling van de natuur- ..het oneindig: N { 1, 2, 3, 4... }. Er kan inderdaad na Setalle^^^^^^" groter getal worden gevonden. Kardinaal- Het eindige verzamelingen noemt men natuurlijke getallen, de , . is dan een natuurlijk getal: we vormen bijvoorbeeld met^rza^

1- verzameling van de rode ?¨n blauwe blokken; deze Ook"^^ ^^ iÂŽ leeg met als kardinaalgetal nul of 0.'loodzT'i" ^^ i>^werking met getallen is de verzamelingenleer eenzameli ^ komen eerst de bewerkingen met ver- len. pas daarna de bewerkingen met natuurlijke getal- and ^^ ^^ ^^reniging van twee verzamelingen. Deze is gelijk aanere verzameling met als elementen de elementen van de eerste



??? 88 v. van achter 1969 of tweede verzameling. Hierbij doen zich verschillende mogelijkhedenvoor: de doorsnede van de twee verzamelingen in kwestie kan al o^niet leeg zijn en de ene verzakeling kan een deelverzameling zijn vaDde andere. In welk geval is de som van de kardinaal-getallen van bei-de verzamelingen gelijk aan het kardinaalgetal van de vereniging?Het antwoord is eenvoudig: als de doorsnede ledig is.De aftrekking op twee natuurlijke getallen steunt op het verschil vaOtwee verzamelingen. Men kan natuurlijk ook de aftrekking beschou-wen als de omgekeerde bewerking van de optelling. Net als de optel-ling steunde op een bijzonder geval van vereniging van twee verzame-lingen, steunt ook het verschil van twee natuurlijke getallen op eenbijzonder geval van verschil

van twee verzamelingen. Of anders gC'zegd: er moet een voorwaarde vervuld worden en deze is dat de twee-de verzameling een deelverzameling moet zijn van de eerste. Het ismisschien nuttig op te merken dat het essenti??le bij de aftrekking is'het verschil van twee getallen zoeken. De meest logische verwoordin??is dan ook: â€žWat is het verschil van 5 en 3?". Natuurlijk is de uit-drukking â€ž5 min 3 is gelijk aan" ook volkomen correct. Doch woor-den als â€žwegnemen" en dergelijke zijn minder op hun plaats. Het istoch duidelijk dat bij de aftrekking van getallen niets wordt weggÂŽ'daan, in de zin van buiten beschouwing gelaten. Volledigheidshalvegeven we ook de definitie van het verschil van twee verzamelingen ^en B: het is een andere verzameling met alle elementen van de ver-

zameling A die geen element zijn van de verzameling B.Het Produkt van twee natuurlijke getallen kan aangebracht wordensteunende op het begrip produktverzameling. De produktverzamelin??van twee verzamelingen A en B is de verzameling van alle kopp^'^met als eerste element een element van A en als tweede element eeDelement van B. Figuur 5 zal dit verduidelijken. Fig.-5 'B Van elk element van de verzameling A trekt het kind een lijn naar eH'element van de verzameling B. De aldus verbonden elementen vorroeOkoppels (bijvoorbeeld het koppel (a,2).) Deze koppels zijn de eleDJe'^'ten van een nieuwe verzameling, die we produktverzameling noeineo-



??? afl ^y â–  ^ modernisering rekenen basisonderwus 89 schrijven als volgt: A X B. Let ook op het feit dat het koppel. 'P gelijk is aan het koppel (2,a). Want in het laatste geval'S de relatie van B naar A gelegd. ^^ et Produkt van twee natuurlijke getallen is het kardinaalgetal van.... P^^d^^^tverzameling van twee verzamelingen, waarvan de natuur-^^ ÂŽ getallen de kardinaalgetallen zijn. Als n het kardinaalgetal is van^ verzameling A en m het kardinaalgetal van de verzameling B, danÂŽaal m gelijk aan het kardinaalgetal van A maal B. In ons geval: 3 X 4 = 12. Nu kan men een verdeling of partitie aanbrengen in de verzamelmgkoppels en wel als volgt: A X B =(a.1). (a,2), (a,3), (a,4)(b.1). (b,2), (b,3), (b,4)(c,2). (c,3), (c,4)^at met getallen als volgt overeenkomt: 3X4 = 4 + 4+4 - ^ Een andere

partitiemogeUjkheid van dezelfde produktverzamelmg is de volgende: A X B =(b.1). (c,l)(b.2). (c,2)(b.3), (c.3)(b.4), (c.4)Dit komt als volgt met getallen overeen:3X4 = 3 + 3+3 + 3 Uit beide resultaten volgt dat het produkt van twee natuurlijke getal-len ook gelijk is aan de som van gelijke termen.Voor deze laatste werkwijze met getallen vinden we ook in de verza-ÂŽelingenleer een basis, nameUjk de vereniging van gescheiden ge??jk-Â?lachtige verzamelingen. Zie figuur 6. %6 De ^ vereniging wordt als volgt symbolisch aangeduid: D = AUBUC."^et getallen: 12 = 4 + 4 + 4. Er is nog geen sprake van een produkt^an twee getallen, daar er ook nog geen sprake is van een produkt-



??? 90 v. van achter 1969 verzameling met de noodzakelijke koppels.De beide werkwijzen, produktverzameling en vereniging, zijn reedsveelvuldig beproefd, vooral in de Verenigde Staten. Een voorbeeldvan produktverzameling: tijdens een volksdansje wil men alle jongeflSen meisjes alle mogelijke paartjes laten vormen. Een voorbeeld vaOvereniging: de kinderen in de klas zijn verdeeld over zeven tafeltjesvan elk vier leerlingen.Tenslotte merken we nog op dat de doorsnede van twee verzameliH'gen een bewerking is die geen overeenstemmende bewerking met ge*tallen heeft. 4. Algebraische principes komen meer op de voorgrondDe verzamelingenleer leidt het kardinaalgetal in. Het kardinaalgeta'is de uitdrukking van de hoeveelheid elementen van een verzameling-Ook een kind

jonger dan 5 jaar heeft dagelijks ervaringen in verbandmet verzamelingen. Zijn kennis van hoeveelheden allerhande, zijn fS'kenkundige woordenschat en zijn vertrouwdheid met getallen ziphiervoor bewijzen. De verzamelingenleer verzet zich niet tegen het bs-vorderen van deze globale hoeveelheidsbeleving, want in werkelijk-heid is hier van een pre-mathematische verzamelingenleer sprake. Maar, er is nog meer. Naast hoeveelheden zijn er grootheden. Enweer zien we dat jonge kinderen vroeg zin verwerven voor verhoudin-gen tussen grootheden. De werkelijkheid waarin het kind leeft zit im*mers vol verhoudingen inzake lengte, gewicht, omvang, inhoud, prijÂŽ'tijd enz. Misschien moet toch even de vraag gesteld worden, wat wemet deze functionele bagage inzake grootheden in het

kader van eeomodernisering gaan aanvangen. Het is namelijk zo dat het meten vaDgrootheden een meer genuanceerde voorbereiding vergt dan het teile"van hoeveelheden. Men kan op een grootheid een ijk toepassen di^toelaat een gegeven grootheid door het tellen van het aantal eenhedeOte meten op een preciese wijze. In de moderne wiskunde worden hief'bij begrippen ondersteld als vector, ijking enz. Nu komen deze begrip"pen in een systematische leergang heel wat later aan de orde dan debegrippen die aan de basis liggen van de hoeveelheidsbelevingen.menen echter dat de moderne wiskunde zich niet zal verzetten tege''het verder doortrekken van de aanwezige bagage grootheden. Dit ka"namelijk op een passende wijze geschieden als pre-numerieke alget""^'Tussen de

soorten grootheden zijn vooral lengte, oppervlakte en oiD'vang goed geschikt voor deze pre-numerieke algebra??sche voorbereidingop het getal (ditmaal als uitdrukking van verhouding). Vergelijkingen



??? afl ^y â–  ^ modernisering rekenen basisonderwus 91 Relingen, welke ook jonge kinderen graag verrichten, brengen deze kin-?Ÿn tot zeer fundamentele ervaringen als: groter dan, kleiner dan,ÂŽvengroot enz. We merken op dat bij hoeveelheden eerder sprake isminder en evenveel. Met deze grootheden zijn zelfs aJge-^raische bewerkingen mogelijk, waarbij het kmd zekere eigenschappenopmerken. Zo bijvoorbeeld met het colour-factor-materiaal, dat^^ 12 proportionele lengte-grootheden werkt op basis van de cm^, kanvolgende bewerking maken: roos plus violet is gelijk aan violetde ^^^^^ werkelijkheid de commutatieve eigenschap van optelling. Sommige auteurs willen hierbij reeds op vijfjarige leeftijdohseren: r + y = y + r. Men kan zelfs willekeurige lettersym-"olen gebruiken. Zie

figuur 7. a a " 1 b 11 b n 1 __-) Symbolisch uitgedrukt: a - b = (a + n) - (b + n) Een hele reeks soortgelijke ervaringen kunnen worden opgedaan zon-der dat daarbij getallen te pas komenio.,,11 peut sembler r?Švolutionnairede dire que 1'on devrait conna??tre certains faits alg?Šbriques avant dePouvoir apprendre compl?¨tement ?¤ fond certaines op?Šrations arithme-tiques u. Deze voorbereiding op het getal via proportionele groothedenbeeft het voordeel dat de invoering van het getal hier van bij de aan-^ang het rationale getal is (ratio: verhouding): de verzameling van detiatuurlijke, gehele en gebroken getallen. ^et dergelijk materiaal op basis van de kubus, en daarom ook cuboid"Materiaal genoemd, kan de onderwijzer zich laten verleiden tot won-derbaarlijke resultaten inzake

Tekenvaardigheid. Zulke schitterendeprestaties slaan in als een bom. Maar, be??nvloeden zij ook gunstig hetwiskundig denken? L. van Gelder merkt met Dienes op, â€ždat derge-% materiaal te vroeg gestructureerd aangeboden wordt, zodat hetkind te weinig gelegenheid krijgt om zelf inventief te zijn. Ernstigernog de bezwaren om oefenspelen zonder grondige voorbereiding^ te voeren, omdat dan alleen een mechanisme wordt aangebracht. Waarbij in het geheel geen beroep gedaan wordt op het logisch den-kenÂ? 12. ^en dient zich dus te bezinnen op de waarde en de plaats van deze al-gebra??sch-rekenkundige methode in het kader van een totale gemoder-j^jseerde aanpak. Ons inziens blijft de verzamelmgenleer de hoofd-m aangeven. WU men parallel met deze â€žbasic-set

approach" ook aan



??? 92 v. van achter 1969 algebra zonder getallen doen, dan moet men naar ons oordeel deze eer-ste fase in het algebra??sche denken onderbreken om de inleiding van denatuurlijke getallen op verzamelingen te laten plaats grijpen. Ook de be-werkingen met deze getallen zal men baseren op bewerkingen met ver-zamelingen. Daarna kan de tweede fase van het algebra??sche denkenaanvangen: de algebra met getallen. Bovendien komt dit soort materiaalgoed van pas voor de noodzakelijke rekenvaardigheid. Schematischstellen we deze oplossing als volgt voor: Hoofdlijn: verzamelingenleer 1Â° logische spelletjes 2Â° - van verzameling 3Â° - algebra met naar getal getallen - van bewerkingen - uitbreiding vanmet verzamelingen getalbegripnaar bewerkingen - toepassingenop getallen

Ondergeschikt: de algebra??sch-rekenkundige aanpak1Â° pre-number algebra 2Â° - algebra met getallen- rekenvaardigheid Bespreken we nu de fase die we als algebra met getallen hebben aangC'duid. De traditionele â€žsommetjes", zoals 2 + 3= .en 5 = 2+ -worden als wiskundige â€žvraagzinnen" of â€žstatements" opgevat. Zo3 + 1 = 4 een ware uitspraak. 3 + 1 is dus gelijk aan 4. Men kan zeg-gen dat beide verschillende termen of uitdrukkingen zijn van eenzelfdegetal. Voor 0 + 1=4 geldt slechts ?Š?Šn oplossing. Kent het kind noggeen negatieve getallen, dan is voorlopig â–? + 4 = 2 onmogelijk op tÂŽlossen. Dit wil zeggen, in de verzameling van de natuurlijke getalle"(N) is geen element te vinden dat, opgeteld bij 4 gelijk zou zijn aan 2.Geven we nog enkele andere voorbeelden van

wiskundige vraagzinnel-â–? + 2 < 7 heeft als oplossing een element van de verzameling {O, 1.3, 4}; â–? + 1 = â–? + 2 is een vraag waarvan de verzameling der oP'lossingen leeg is; 2 X â–? = â–? + â–? heeft elk getal van de beschouwdÂŽverzameling als oplossing. Deze wijze van werken is sterk verspreid ^de Verenigde Staten, en wordt als symboolspel voorgesteld. Elke vraag^zin waarbij een getal moet worden aangevuld wordt ook â€žopen sentencÂ?genoemd. We kunnen ook spreken van â€žopen bewering".Een andere manier om vergelijkingen op te bouwen kan door middc'



??? afl ^y â–  ^ modernisering rekenen basisonderwus 93 Het probleem bestaat er in te trachten de n Stel inl^ d^^ eeuvoudigen. De balans moet steeds in evenwicht ^^Tv^ f lZ devierkant^ of hokjes voor als pakjes en de Ujntjes als Â?^es dan is d^eerste vLeenvoudiging als volgt mogelijk: we nemen twee pakjes wegen we bekomen X â–?) + 3 = (2 X â–?) + 14"We nemen nogmaals twee pakjes weg:(1 X â–?) + 3 = 14 nemen nu drie stokjes weg: HierS volg\ dat de waarde van ?Š?Šn pakje overeenstemt met het getal11. De oplossing is dus als volgt: (5 X U) + 3 = (4 X 11) + 14-De aftrekking en de deling worden in dit kader gepresen eergekeerde bewerkingen van respectieve??jk de optelling en de vermenghuldiging. Aldus is a - b = n, waarbij n het getal is dat bij b moet wor-den opgeteld om a

te bekomen. Bij de deling a : b = q, is q het gedat met b vermenigvuldigd het getal a als resultaat geeft.Sommige getallen hebben als bijzondere eigenschap dat zij het resu -taat van de bewerking niet be??nvloeden. Deze getallen vertegenwoordi-gen het neutrale element van de verzameling voor de corresponderende bewerkingen. Dit is het geval met O bij de optellmg en aftrekking,en het getal 1 bij de vermenigvuldiging en deling.Tenslotte wil men ook inzicht bijbrengen in de structuur van de be-werkingen, door de klemtoon te leggen op de eigenschappen van de l^ewerkingen: 4 + (3 + 2) = (4 + 3) + 2 (associativiteit van de optelling)4 X (3 X 2) = (4 X 3) X 2 (associativiteit van de vermemgvuldigmg) van een algebra??sche balans gebeuren. Zie in figuur 8, een voorbeeldontleend aan Edwina

Deans.



??? 94 v. van achter 1969 4 + 3 = 3 + 4 (commutativiteit van de optelling)4X3 = 3X4 (commutativiteit van de vermenigvuldiging)2 X (3 + 4) = (2 X 3) + (2 X 4) (distributiviteit van de vermenigvul-diging ten opzichte van de optelling) 5. Het traditionele rekenprogramma krijgt een ander uitzichtHet leren rekenen zoals we dat tot nog toe kennen is al te zeer afge-stemd op het bereiken van automatismen. Rekentechnieken moeten zovlug mogelijk automatismen worden. Zelfs vraagstukken worden al tezeer beschouwd als gelegenheden tot inoefening. In het kader van eengemoderniseerd programma rekenen wordt er ook wel ingeoefend, maarmen verspeelt er al zijn energie niet aan. Men wil ook tijd overhoudenvoor het zelfactief ontdekken van rekentechnische structuren. De tra-ditionele

getallenkennis wordt uitgebreid tot de negatieve getallen. Invele vernieuwingsprojecten komen negatieve getallen echter slechts ter-loops aan de orde. Nieuw is ook dat een vermenigvuldiging als 2 x 2 x 2onder de vorm van een machtsverheffing (2^) kan worden voorgesteld.Dit laatste is van belang voor een ander nieuw, zoniet revolutionair,leerstofpunt: het leren werken in verschillende talstelsels. Hier is het debedoeling van bij de aanvang van het schrijven van getallen onder devorm van meer dan ?Š?Šn cijfer een inzicht te geven in de algemene struc-tuur zelf van het positiesysteem met Indo-Arabische cijfers. We le-ven te vanzelfsprekend in ?Š?Šn bijzonder geval van dit ingenieuzesysteem, namelijk het tientallige. Het is noodzakelijk dat de kinderenâ€žeen van de allerbelangrijkste

vondsten die er ooit op het gebied vande mathematische notatie zijn gedaan" nog eens opnieuw voorzichzelf overdoen. Zij zullen dan ontdekken dat een getal op verschil-lende wijzen kan worden voorgesteld, en dat ?Š?Šn voorstelling mogelijkis van verschillende getallen. Dit laatste wordt in figuur 9 duidelijk. o X 1 1 Fig. 9. Tenslotte moet gezegd worden dat volgende leerstofpunten bevestigdworden in hun waarde: inzicht in zeer grote en zeer kleine getallen; hetlaten ervaren dat verschillende oplossingsmethoden goed kunnen zijÂŽ



??? apt â–  ^ modernisering rekenen basisonderwus 95 om ?Š?Šnzelfde antwoord te verkrijgen; de nadruk op het schatten enhoofdrekenen; variatie bij het inoefenen van de rekentechnieken. Voe-gen we er nog aan toe dat inzake metriek stelsel de nadruk moet wor-Â?ien gelegd op daadwerkelijke experimentaties waarbij het kind het arbi-traire en conventionele karakter der gekozen eenheden ervaart. Topologie als verruiming van de traditionele vormleer.Topologie is de alzijdige studie van de eigenschappen van de ruimte.Het gebied is ruimer dan meetkunde en vormleer (van Euclides). Wel-ke ervaringen zijn hier van belang? Een kind interesseert zich voor din-gen die in zijn bereik liggen; het verplaatst zich desnoods om ze aan t??schaffen. Het onderzoekt de mogeUjkheden van de

dingen en van zijneigen lichaam. Nemen we een doos: er kan iets in, iets uit, het dekseltjekan open en toe. Ook deuren kunnen open en dicht. Op een bepaaldogenblik van de psychische ontwikkeling is er zelfs een veralgemening:alles wat scharniert en open en dicht kan is een deur. Kinderen inte-resseren zich ook voor de achterzijde van de dingen. Heel vroeg lerenze een papier omdraaien om te zien wat er langs de andere zijde staat.Kinderen tekenen ook spontaan langs weerszijden van een blad. Al de-ze ervaringen bevatten belangrijke topologisch begrippen: grens, gebied,binnen en buiten. Met een krijtlijn (?Š?Šn dimensie) tekenen ze op devloer van de speelplaat een tuin af (twee dimensies) en met blokkenbouwen ze een muur (twee dimensies) om een kamer (drie dimensies)^^ te

grenzen. Men kan kinderen een soort puzzel laten kleuren met zoreinig mogelijk verschillende kleuren en waarbij gebieden met een ge-Â°ieenschappelijke grens eenzelfde kleur niet mogen vertonen.Het plooien van een blad papier van een bepaalde vorm volgens eensymmetrie-as brengt ons op een ander topologisch terrein: de symme-trische wenteling en de rotatie of draaiing rond een spil in hetzelfde^ak. Een voorbeeld ter verduidelijkmg, ontleend aan Z. P. Dienes . tekenen op de vloer een zeer grote acht. We trekken twee symme-trie-assen met verschillende kleur. De 8 is nu in vier gebieden verdeeld.^ elk van de gebieden neemt ?Š?Šn leerling plaats. Zie figuur 10.



??? i groene as 96 v. van achter 1969 Een vijfde leerling heeft dezelfde figuur, die verkleind op een door-schijnend plaatje is aangebracht, in de hand en gaat gehurkt in het snij'punt van de twee symmetrie-assen plaats nemen. Hij gaat nu wentelenen(of) draaien volgens de aangeduide assen. De vier kinderen moetenzich verplaatsen volgens de aangeduide verandering. Bijvoorbeeld:?Š?Šn wenteling van 180Â° volgens de groene as. Nicole en Rik venvissclen van plaats, evenals Piet en Mia. Nu kan men een draaiing in het vlakdoorvoeren, 180Â° of eventueel tweemaal 180Â°. De kinderen zullen totde ontdekking komen dat tweemaal een draaiing geen verplaatsing nood-zakelijk maakt. Men kan de oefening ook moeilijker maken door eenwenteling te laten volgen door een draaaiing.

Men kan ook een draaiing



??? apt â–  ^ modernisering rekenen basisonderwus 97 '?¤ten Volgen door een wenteling enz. De moeilijkheidsgraad wordt nog-maals verhoogd door een tweede acht te tekenen, zo dat een klaverblad^?¤n vier bekomen wordt. Er komen dan natuurlijk nog twee symmetrie-bij. Zie figuur 11.IJ staan hier voor een zeer â€žbeweeglijke" meetkunde, (de meetkunde^an de transformaties), die veel meer ervaringen biedt dan de kennis van"^weeglijke ge??dealiseerde geometrische figuren alleen. ^oten Parf''^'"^ Deans. Elementary School Mathematics. New Directions. U.S. De-p of Health, Education, and Welfare. Bulletin 1963, no. 13, 116 pp., em regul?¤r elementary mathematics program, limited mainley to jgjj upon the facts of the four fundamental processes, is somewhat bar-^ L n interesting
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